1 skyrius

PDL pradinio uzdavinio
skaitinio sprendimo metodai

1.1. Baigtiniy skirtumy metodas

Spreskime pradinj paprastyjy diferencialiniy lygéiy uzdavinj

dU
o ~FeU), (1.1)
U(0) = U

Visada tarsime, kad vektoriaus funkcijos F'(t,U) reikSmés yra apréztos is
virsaus:
|fit, U)| < My, i=1,2,...,M.

Pirmiausia suformuluosime pagrindinius baigtiniy skirtumy metodo eta-
pus, kadangi jie yra svarbus skaitiskai sprendziant daugelj kity uzdaviniy.
Baigtiniy skirtumy metodo pagrindinis tikslas yra aproksimuoti diferencia-
linj uzdavinj netiesiniy lygé¢iy sistema.

1.1.1. Apibrézimo srities diskretizacija

Diferencialinés lygties (1.1) sprendinys yra ieskomas visame intervale
0 <t <T. Iveskime diskretyjj tinklg pagal koordinate ¢:

O.)T:{tn: tn:tn—1+7n7n:17---,N, t0:07tN:T}7

¢ia 1, > 0 yra diskreciojo tinklo zingsnis, t,, yra vadinamas diskreciojo tinklo
mazgu. Tinklo w; pavyzdys pateiktas 1.1 pav. Jei visi 7, yra pastovus, tai
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turime tolygyj; diskretyjj tinkla:

wT:{tn: tp,=n7, n=0,1,..., N, tN:T}.
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1.1 pav. Diskretusis tinklas w,

PDL pradinio uzdavinio sprendinio artinj skai¢iuosime tik diskreciojo
tinklo mazguose, §j artinj zymésime

Y"=Y(,), n=0,1,...,N.

Jei sprendziame M-osios eilés PDL sistema, tai Y™ yra vektorius:

Y= u8 k)

Taigi gauname baigtinj skaiCiy nezinomuyjy — juy is viso yra M X (N + 1).
Vadinasi turésime sudaryti tiek pat lygciy, is kuriy ir rasime skaitinj spren-
dinj.

Zinodami diferencialinio uzdavinio sprendinio artinius diskre¢iojo tinklo
mazguose, nesunkiai galime apskaic¢iuoti reikSmes ir kituose intervalo tas-
kuose. Sj uzdavinj sprendziame interpoliavimo metodu. Pavyzdziui galime
naudoti tiesinio interpoliavimo formule
t—tn1

t, —t
LY , tnor <t <tp,
n n

Y(t)=Yy"!

kurios tikslumas O(72). Svarbu tik taip parinkti interpoliavimo formules,
kad jy aproksimacijos tikslumas bty ne mazesnis uz apskaic¢iuoto artinio Y
tiksluma diskreciojo tinklo mazguose. Cia priminsime bendrajj matematinio
modeliavimo optimalumo principa, kuris rekomenduoja siekti, kad visuose
etapuose atsirandancios paklaidos buty tos pacios mazumo eilés dydziai.

1.1.2. ISvestiniy aproksimacija baigtiniais skirtumais

Tolydziosios funkcijos iSvestine v'(t) aproksimuosime baigtiniais skirtu-
mais naudodami tik funkcijos reikSmes tinklo w, mazguose. Aisku, kad toks
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pakeitimas gali buti atliktas daugeliu budy. Nagrinékime baigtiniy skirtumy
formule
t —o(t
vt:U(n+T) U(n)’ T>0. (12)
T

Naudodami Teiloro skleidinj

2
V" = 0" T (t,) + %v”(tn +0r), 0<0<1,

gausime, kad
n

Y () + gv”(tn +0Or). (1.3)

i
ISvestineés v'(t,) reikSme galime aproksimuoti ir tokia baigtiniy skirtumy
formule

n n—1

vp = % = (t,) — gv"(tn -0r), 0<Oe<l. (1.4)

I$ (1.3) ir (1.4) lygybiy matyti, kad jei funkcija v yra pakankamai glodi (t.y.
jos antroji iSvestine aprézta, [v”(t)] < C), tai baigtiniy skirtumy formulés vy
ir vy aproksimuoja iSvestinés v'(t,,) reikSme O(7) tikslumu.

Galima sudaryti ir tikslesnes baigtiniy skirtumuy formules. Nagrinékime
centriniy skirtumy formule

,Un—l—l _ vn—l
Vo = —————
t 2T
Vél naudodami Teiloro skleidinj gausime
2
ve = v (tn) + Ev’”(ltn +0r7), [O]<1. (1.5)

Taigi Sios formulés tikslumas padidéja iki O(72), jei funkcijos trecioji igves-
tiné yra aprézta [0 (t)] < C.

1 uzdavinys [Ivertinkite vo tiksluma, kai tik antroji funkcijos v iSvestiné
yra aprézta, t.y. [v”(t)] < C.
Ta pati baigtiniy skirtumy formulé gali skirtingu tikslumu aproksimuoti

funkcijos iSvestinés reiksme skirtinguose taskuose. Pavyzdziui, vy yra tiks-
lesnis iSvestinés o/ (t) artinys taske £ = ¢, + 37 (#r. (1.5) lygybe):

2
o T T 1
v =00+ o+ 0r). (0] < 5.

Sia savybe panaudosime sudarydami skaitinius diferencialiniy lygéiy spren-
dimo algoritmus.
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1.1.3. Baigtiniy skirtumy uzdavinys

Diferencialinégje lygtyje (1.1) pakeiskime iSvesting baigtiniy skirtumuy
formule (1.2), tada taske t = t,, gausime baigtiniy skirtumy lygtj
YnJrl _yn
——— = F(t,, Y"). (1.6)
Tn+1

Kai sprendziame diferencialiniy lygéiu sistema, tai (1.6) yra baigtiniy skir-
tumy lygciy sistema

n+1 Y )
A = (1Y),
Tn+1
it fo(tn, Y™)
Totl ) )
n+1 Y )
Imv — Y2 — fM(thn)-
\ Tn+1

Prie (1.6) lygciy sistemos prijungiame pradine salyga
YO =10j. (1.7)

Baigtiniu skirtumuy lygtys (1.6), n = 0,1,..., N — 1 ir pradiné salyga (1.7)
sudaro baigtiniy skirtumy prading uZdaving.

Sis PDL sistemos pradinio uzdavinio sprendimo metodas vadinamas 4s-
retkstiniu Eulerio metodu.

Pateiksime kita iSreikstinio Eulerio metodo konstravimo buda, kuri nau-
dosime ir kity svarbiy algoritmy sudarymui. Suintegrave intervale [t,,, t,41]
(1.1) lygti, gausime lygybe

tn+1 dU tn+1
urtl — pyn 4 / Ed75 =U" + / F(t,U)dt. (1.8)
tn tn

Integrala aproksimuokime kairiyjy staciakampiy formule. Gauname lygtj
Y =y o (F(t,, Y, (1.9)
sutampancia su (1.6) lygtimi.

Isreikstinj Eulerio metoda realizuoti labai paprasta, nes sprendinio reiks-
mes apskai¢iuojamos pagal isreikstine formule (1.9). Informacija uztenka
saugoti tik dviejuose gretimuose laiko sluoksniuose.
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Pateiksime isreikstinio Eulerio metodo algoritma.

procedure Isreikstinis Eulerio metodas
begin
1. Pradinés salygos skaic¢iavimas
t=0, n=0
for i=1 to M
Y N[i] = upli]
end for

2. Sprendinio skai¢iavimas nauju laiku ¢,
while ((t + Tht1) < T)
for i=1 to M
Y S[i] = Y NJi
end for
for i=1 to M
YN[i] =Y S[i] + Tns1 fi(t,Y5)
end for
t=1+Tht+1
n=n+1
end while
end
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Nagrinékime vieno skaitinio eksperimento rezultatus (uzdavinio formu-
lavimas aprasytas vadovélyje). 1.1 lenteléje pateiktos diskreciojo sprendinio
Y™, diferencialinio uzdavinio tikslaus sprendinio U" ir paklaidos E™ = |[Y"" —
U™| reiksmes, kai 7 =2 ir 7 = 1.

1.1 lentelé. PDL uzdavinio sprendimas isreikStiniu Eulerio metodu

T

tn

Un

Yn

En

N DN N DN

I e T S S e e

0,0
2,0
4,0
6,0

0,0
1,0
2,0
3,0
4,0
5,0
6,0

1,0000
0,9851
0,9710
0,9578

1,0000
0,9924
0,9851
0,9780
0,9710
0,9643
0,9578

1,0000
0,9846
0,9702
0,9566

1,0000
0,9923
0,9849
0,9776
0,9706
0,9638
0,572

0,0000
0,0005
0,0008
0,0012

0,0000
0,0001
0,0002
0,0003
0,0004
0,0005
0,0006

Lygindami paklaidos E™ reiksmes taske t = 6, kai 7 = 2 ir 7 = 1
matome, kad paklaida sumazéjo du kartus.
zingsnj 7 galime tikétis gauti vis tikslesnj diskretyjj sprendinj. Tai patvirtina
skaitinio eksperimento rezultatai, pateikti 1.2 lenteléje.

Todél mazindami diskretyjj

1.2 lentelé. Isreikstinio Eulerio metodo tikslumo analizé

T E(1) E21)/E(T)
1,000 0,580E-3 2,0446
0,500 0278E-3  2,0217
0,250 0,143E-3 2,0107
0,125 0,712E-4  2,0053




