2 skyrius

PDL krastinio uzdavinio
skaitinio sprendimo metodai

2.1. Baigtiniy skirtumy metodas
Siame poskyryje spresime antrosios eilés PDL krastinj uzdavini:
{ —u" +qx)u = f(z), 0<z<lI,

w(0) = o, ull) = pur.
Tarsime, kad (2.1) lygties koeficientas g(x) tenkina eliptiSkumo salyga

(2.1)

q(z) =2 0.

Tada diferencialinis krastinis uzdavinys turi vienintelj sprendinj.

2.1.1. Baigtiniy skirtumy schema
Uzdavinj spresime baigtiniy skirtumy metodu. Intervale [0,[] apibréziame
tolyguyji diskretyji tinkla:

wp ={z;: x;=1ih, i1=1,2,--- ,N—1}, Nh=1.
Diferencialinio krastinio uzdavinio sprendinio artinj tinklo wy mazguose zy-

meésime:

yi =y(z;), i=0,1,...,N.

Zinodami diskreciojo sprendinio reiksmes tinklo taskuose ir taikydami inter-
poliavimo formules, galime apskaic¢iuoti sprendinio reikSmes visame intervale

0,1].

61



62 2 SKYRIUS. PDL KRASTINIS UZDAVINYS

(2.1) lygtyje iSvesting u” pakei¢iame jos skirtuminiu artiniu:

Yit1 — 2Yi + Yi—1
_ -

Apibrézkime tokias skirtumy funkcijas:

+aqyi=fi, i=1,2,....N—1.

s = Yi —¥Yi—1 _ Yit1 — Y

Tada baigtiniy skirtumy lygti galime uzrasyti ir trumpiau:
—Yzz +qiyi = fi, 1=1,2,... ,N—1. (2.2)

Prie sios tiesiniy lygéiy sistemos pridedame krastines salygas:

Yo = Mo, YN = H1. (2.3)

(2.2) — (2.3) uzdavinys vadinamas baigtiniy skirtumy schema, aproksimuo-
jancia PDL krastinj uzdavinj.
Baigtiniy skirtumy schemos sprendinio radimas
Gautaja baigtiniy skirtumy schema uzrasykime kaip tiesiniy lygéiy sistema
su trijstrizaine matrica:

Ciyr — Biy2 = F1 + Aupo

—Ayi-1+ Ciyi — Biyiq1 = Fy, i =2,--- N =2, (24)

—An-1yn—2 + On-—1yn—1 = Fn—1+ Bn-1p01 -
Matricos koeficientai yra apskaic¢iuojami pagal Sias formules:

1 1
ﬁa Blzﬁ7

C;, = % +q(x), F;= f(x;).

A; = i=1,2,...,N—1,

Tiesiniy lygciy sistemos su trijstrizaine matrica yra taupiai sprendziamos
perkelties metodu. Uzrasykime sistemos sprendinj taip:

Yi=qyiy1 + 6, 1=12,--- N —-2. (2.5)
IS (2.4) sistemos pirmosios lygties randame, kad

By P
e = 2.6
! Cy’ b Ch (2:6)
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I tiesiniy lygciy sistemos i-aja lygti irase rekurenciaja formule
Yi-1 = @i—1Yi + Bi-1,

apskaic¢iuojame perkelties koeficientus:

o B; B = Fi+ Aifia
G AT T Ci— Ay
Zinodami oy ir 1, nuosekliai apskai¢iuojame koeficientus

(67%) ﬁi, ’i:2,3,...,N—2.

Tai ir yra perkelties metodo tiesioginés eigos etapas.
Tada j tiesinés lygciy sistemos paskutinia lygtj irase formule:

YN—2 = aN—2YN-1 + BNn-2,
randame sprendinj:

_ Fn1+ By + Ay_18n-2
YN-1 = .
Cn-1—An_1aN—2

Likusias sprendinio reiksmes y;, j = N —2,...,1 nuosekliai apskaiciuojame
pagal (2.5) rekurencigja formule. Tai ir yra perkelties metodo atbulinés eigos
etapas.

Nurodysime pakankamas salygas, garantuojancias, kad (2.4) tiesiniuy
lygciy sistema turi vienintelj sprendinj, kurj galime apskaiciuoti perkelties
metodu. Be to, tada skai¢iavimo algoritmas yra stabilus apvalinimo pak-
laidy atzvilgiu.

2.1 lema. Tarkime, kad tiesiniy lygciy sistemos matrica yra diagonaliai
vyraujanti:
|Ci| = |Ai| +|B;i|, i=1,...,N—1 (2.7)

ir bent vienoje lygtyje teisinga nelygybé
G| > [Aj] + |Bj]. (2.8)

Tada baigtiniy skirtumy schema (2.2) — (2.3) turi vienintelj sprendinj. Jj
galime apskaiciuoti perkelties metodu ir visi koeficientai «; tenkina nelygybe:

li| <1, i=1,...,N—1. (2.9)
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Irodymas. Matematinés indukcijos metodu jrodysime, kad perkelties koefi-
cientai tenkina (2.9) nelygybe. Pastebésime, kad (2.4) tiesiniuy lygciy siste-
moje visi koeficientai A; ir B; yra teigiami ir iSpildyta diagonalinio vyravimo
salyga:
A; >0, B;>0, C;>2A;+B;, i=1,2,....N—1,
o pirmosios ir paskutinés lygciy koeficientai tenkina ir griezta koeficienty
vyravimo salyga
Cy>B;, Cn_1> An_1.

Is (2.6) formulés ir koeficienty diagonalinio vyravimo nelygybés gauname,
kad
|Oél| S 1.

Tarkime, kad jau jrodéme (2.9) nelygybe, kai ¢t <k, 1<k < N —1. Tada
teisingas jvertinimas:

|Civ1 — Aiprci| 2 |Cia| — |eil|Aiva] = [Biya| >0,

todél galime realizuoti (i + 1)-ojo zingsnio tiesioginés eigos etapa ir apskaici-
uoti koeficientus «;41, 8;+1. Be to, jvertiname ;4 1:

|Biy1]
o; = <1.
[+l |Ci1 — Aiprcy|

Lemos jrodymas baigtas. [J

2.1.2. Baigtiniy turiy metodas

Siame poskyryje susipazinsime su dar vienu baigtiniy skirtumy schemy
sudarymo metodu. Panagrinékime diferencialinj krastinj uzdavinj:
d d
—%(k(:v)d—;b) +q(z)u=f(z), 0<z<lI,
—k(0)(0) + Bu(0) = po., (2.10)
u(l) = pq .

Tarsime, kad diferencialinio uzdavinio koeficientai tenkina eliptiSkumo sa-

lyga:
k(x) = ko >0, ¢g(x) >0, 5>0.

Intervale [0, 1] apibrézkime diskretyjj tinkla:

wh:{xiz x;=1h, i=0,1,..., N, xN:l}.
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Diferencialing lygti aproksimuokime diskrecigja lygtimi. Taikysime baigtiniy
turiy metoda (angl. finite volume method). Panagrinékime elementariaja
sritj:

Vi={z: xi05<z<Tiyos |-

Srityje V; diferencialinio uzdavinio sprendinys tenkina tvermés désnj, kurj
gauname integruodami (2.10) lygtj Siame intervale:

Zi+40,5 Zi+0,5
wisos -~ wios [ g = [ f@ds, (21
Ti—0,5 Zi—0,5
¢ia w(z) pazymeéjome srauta:
du
=—k(z)—.
w(z) = —k(a) >

Norédami gauti skaic¢iavimams tinkama algoritma, aproksimuokime pir-
majj integrala pagal viduriniy reiksmiy formule:

Ti40,5 Ti40,5
q(x)u(z) de ~ u; / q(z)dx .
Zi—0,5 T;-0,5
Pazymeékime
Ti40,5 i40,5
1 1
di=- [ a@)de, pi= [ fl@)dr.
T;-0,5 Zi—0,5

Dabar parodysime, kaip aproksimuojame srautus. Tam galime naudoti
baigtiniy skirtumy metoda:

~ k Uit] — U
Wit0,5 & Rit05— 5 — -

Pateiksime ir kita, aproksimavimo btda, kurj gauname naudodami tvermeés

d
désnio aproksimavimo modifikacija. IS srauto lygybeés w(x) = —k(m)d—u
x

iSreiskiame sprendinio iSvestine:

du w(z)

de ~ k(z)
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Integruodami Sia lygybe intervale [z;, z;41] ir aproksimuodami funkcija w(z)
pirmuoju Teiloro skleidinio nariu w(x) ~ w405, gauname formule:

Tit+1 Tit1

dx dx
U1 —u; = — [ w(T) 5 = —Witos @)

T T

Todél srauta w;4o 5 pakeiciame artiniu:

N Uil — U
Wi+0,5 ~ —@i40,5 h )
¢ia pazymeéjome
Ti+1 -1
1 dx
ai+-0,5 = 3 m

;
Priminsime, kad koeficienta a;;0 5 galima skaiciuoti ir taip:
air0,5 = k(Tiro5)-

Abi israiskos yra tokio pacio tikslumo, kai difuzijos koeficientas k(z) tolydus.
Sias iSraiskas jrase j (2.11) lygybe, gausime skirtumy lygti:

_ 4i40,5Yz — 4i—0,5Yz

. + diyi = ¢i
kurig trumpiau galime uzrasyti ir taip:
—(@i—05Yz)e +diyi = 05, i=1,2,...,N —1. (2.12)

Krastiniy sglyguy aproksimavimas

Kadangi krastinj diferencialinj uzdavinj sudaro ne tik diferencialiné lygtis,
bet ir dvi krastinés salygos, tai svarbu ir pastargsias aproksimuoti tokiu
paciu tikslumu kaip ir lygtj.

Pirmojo tipo krastine salyga pakeic¢iame tiksligja lygybe:
YN = U1 - (213)
Treciojo tipo krastine salyga galime pakeisti paprastu diskreciuoju artiniu:

—a0,5Y2,0 + BYo = po,
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taciau véliau parodysime, kad Sios formulés aproksimacijos tikslumas yra
mazesnis uz (2.12) lygties aproksimacijos tiksluma. Vél taikykime baigtiniy
turiy metoda. Imkime sritj Vy = [0,2¢5] ir integruokime Siame intervale
(2.10) lygti:

wos—wn+ [ aloyulz)de = [ flaydo.
0 0

Srautg wg randame is krastinés salygos:

wo = —PBug + po -

Srautg wo 5 ir pirmajj integralg pakeiskime jy artiniais:

0,5 x0,5
Uy — U
wos A —ap 5 ! - 0 ) / q(z)u(x) dz ~ ugy / q(z)dx .
0 0

Sias iSraiskas jrase j balanso lygtj, gausime krastinés salygos artinj:

1
—a0,5Yz,0 + (8 +0,5hdo)yo = pu1 + Shyo (2.14)
¢ia pazymeéjome:
0,5 0,5
T L o [ f@a
= T)ax = T)dx.
0 0’ 5h q ) SDO 0’ 5h

0 0

Baigtiniy skirtumy schema (2.12) — (2.14) vél galime uzrasyti kaip tie-
siniy lygciy sistema su trijstrizaine matrica, be to, yra jvykdyta matricos
diagonalinio vyravimo salyga. Todél egzistuoja vienintelis baigtiniy skir-
tumy schemos sprendinys.

2.1.3. Aproksimacijos tikslumo analizé

Istirsime baigtiniy skirtumu schemos (2.12) — (2.14) aproksimacijos
tiksluma. Nurodysime pakankamas salygas, kada baigtiniy skirtumy lygéiy
aproksimacijos tikslumo eilé yra antroji.

2.2 lema. Jei baigtiniy skirtumuy Iygciy koeficientams galioja lygybés:

Q0o 0208 _ g+ o(?), HETI00 _ b O(?),  (2.15)
i = fx:) +O(0?), di=qlzi) + O(h?), (2.16)

tai jy aproksimacijos tikslumo eilé yra antroji.
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Irodymas. Tarkime, kad u(x) yra glodzioji funkcija, kurios ketvirtoji
igvestine yra aprézta, t. y. |u®(z)| < C4. Panagrinékime skirtumy formuliy
u, ir uz Teiloro skleidinius:

r k2, R3. m B (4)(F

h h
h h?
=ul — gu;’ + Fué” +O(h?),
Uirl —Up ﬁ " h_2 " 3
— —uz—i—zuz—l—ﬁul—i—(’)(h).

Is 8iy jverc¢iy ir lemos salyguy (2.15) turime, kad:

Aj4-0,5Ux — Gj—0,5Uz

h

(ai—0,5uz)z =
ai10,5 — i—0,5 h? @105 + ai—05 2
_ f(u; + Eu;”) + fu;’ + O(h?)

= Kl + k! + Oh?) = (k') + O(h?).

Tada gauname tokia baigtiniy skirtumy lygties aproksimavimo paklaidos
israiska;:

i = —(ku') + quui — fi + (di — q3)ui + (i — f;) + O(R?).

Pasinaudoje (2.10) diferencialine lygtimi ir lemos salygomis (2.16), jrodome,
kad
il < CR2.

Lema yra jrodyta. [J

2.3 lema. Tarkime, kad funkcijos g(x), f(x) ir ju pirmosios iSvestinés yra
tolydziosios, o jy antrosios isvestinés yra apréztosios funkcijos:

l¢" ()] < Ca, |f"(2)| < Cay 0 <<, (2.17)

funkcija k(x) ir jos pirmoji ir antroji isvestinés yra tolydZziosios, o trecioji
iSvestiné — apréztoji funkcija:

K" (z)] < C3, 0<z<lI. (2.18)

Tada baigtiniy skirtumy schemos (2.12) — (2.14) aproksimacijos tikslumo
eilé yra antroji.
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Irodymas. Ivertinkime baigtiniy skirtumy lygties (2.12) aproksimacijos tiks-
luma. Parodysime, kad jvykdytos visos 2.2 lemos salygos. ISskleiskime
funkcija g(z) Teiloro eilute tasko = = x; atzvilgiu:

) (x — ;)2

q(z) = ¢ + ¢i(x — ;) + ¢"(x; + Oh 5

Suintegrave Sig lygybe intervale [x;_o 5, Zi10,5], gausime jvertj:

Ti+0,5 Zi+0,5
1
/ q(x) dz = hqg; + 3 / q"(z; + 0h)(z — x;)* de .
Zi—0,5 Zi—0,5

Pasinaudoje lemos salyga (2.17), irodome, kad:

h2
|di — qil <Crgps
t. y. ivykdyta 2.2 lemos salyga (2.16). Analogiskai jrodome, kad teisingas
ivertis:
h2
li — fil <Czﬂ-

1

Isskleide funkcija m Teiloro eilute ir pasinaudoje (2.18) jverciu, gauname
x

lygybes:

KKk — (K)?
aivo5 = ki + E’h + ZT]th +O(h?),

K, k= ()

05 =ki — —2h h? h3).
%05 TS + O

Tada jrodome, kad yra jvykdytos ir 2.2 lemos (2.15) salygos:

Qi4+0,5 T Gi—0,5 2 ai40,5 — Aj—0,5 / 2
—H00 T 00 k4 O(h?), 0 kL O(R?).
5 O(h?) - I+ 0O(h?)

Lieka istirti krastinés salygos (2.14) aproksimacijos tiksluma. Tarkime, kad
diferencialiné lygtis (2.10) yra teisinga ir taske x = 0. Pagal apibrézima
krastinés salygos aproksimavimo paklaida yra:

1
Yo = —aosuz0 + (B8 + 0,5hdo)ug — po — §hﬂﬂo .
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I sia lygybe jrasykime Teiloro skleidinius:

Ul — Ug
h

do=qo+ O(h), wo= fo+O(h),

k/ "
aos = ko+2h+ O(h?), :ug+%h+0(h2),

tada gausime tokig krastinés salygos aproksimavimo paklaidos israiska:

Yo = (= k(0)u'(0) + Bu(0) — o) + g( — kjugy — koug + qouo — fo) + O(h?).
Reiskinys, esantis pirmuosiuose skliaustuose, lygus nuliui dél krastinés sa-
lygos, reiskinys, esantis antruosiuose skliaustuose, irgi lygus nuliui. Tai is-
plaukia i$ (2.10) diferencialinés lygties, todél ir krastineés salygos aproksi-
macijos tikslumo eilé yra antroji. Lema yra jrodyta. [J

IS lemos jrodymo isSeina, jog paprasciausio krastinés salygos artinio

—a0,5Yz,0 + BYo = Lo

aproksimacijos tikslumo eilé yra tik pirmoji.



