10. LAUKO UZDAVINIAI

— Silumos plitimo, elektrostatiniy lauku, nestikuriniy srauty, difuzijos, ..., uZdaviniai. Visi Sie
uzdaviniai apraSomi panaSiomis, diferencialinémis atzvilgiu lauko kintamojo @, lygtimis.
BEMo formuluotes uzdaviniams iSvesim naudodami variacinius principus, 3D atvejui.

Yra trys uzdaviniy klasés:

10.1. Pusiausvyros uzdaviniai

Siy uZdaviniy tikslas — nustatyti pastovy, nepriklausantj nuo laiko, @ pasiskirstyma
erdvéje. UZdaviniai apraSomi kvaziharmonine lygtimi:

[0} D O
9 kxa— 2 kva— 2 kza— = f(x, y,2), (10.1)
ox ox ) oy\ ~ oy 0z 0z
¢ia: & — lauko kintamasis,
ky, ky, k., f — funkcijos, nepriklausancios nuo @,

ky, ky, k.# 0 ir apibréZti turyje V,
ks, ky, k. —neizotropinei terpei pateikti svarbiausiose aSyse x, y, z, 0 izotropinei terpei

KrasStinés uZdavinio salygos — dvieju tipu:

®=d(x,y,z) €S, (10.2) - Dirichlet salygos
ir
k. 6;6”)( +k, @nv +k, 8;()”1 +g(x,y,z)+h(x,y,z2)=0eS, (10.3) — Cauchy;
ox oy 0z

jeigu g =h =0 - Neumanno salygos
¢ia:  ny ny, ng - nukreipty { terpés iSor¢ normaliy krypties kosinusai
g, h — Zinomos funkcijos
(10.1, 2, 3) sudaro “eliptini krastiniy reik§Smiy uzdavini”. Uzdavinys supaprastéja

izotropinei terpei: (1) tampa

f

VO = " (x,y,2) — Poissono lygtis
arba, kai f=0
VO =0 - Laplace’o lygtis
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Fizin¢ lygciy prasme:

Uzdavinys | o ke kp k. f g h
Elektrostatinio | Elektros jégy Specifiniai Srovés — —
lauko lauko talpumai Saltiniai
intensyvumas
Nusistovéjes Temperatiira Siluminiai Silumos Silumos nuotekis Konvekcinio
Silumos laidumai Saltiniai per sienas Silumos
plitimo nuotékio
koeficientas
Nestikurinio Srauto — 0 Krastiniai 0
srauto funkcija greiciai
Filtracijos Sleégis Laidumai Srauto — —
Saltinis
Tepimo (plonu | Slégis kx, ky ~ nuo Srautas Nuotéekis —
skyscio sluoksnio
sluoksniu) storio ir
klampio kz =0
Kiino sukimo [tempimy Atvirkstiniai Susukimo — —
funkcija Slyties kampas
moduliai vienetiniam
ilgiui
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BEMo priklausomybiy iSvedimas variaciniu principu
Lygti (1) pagal Eulerio - Lagrange’o teorema atitinka funkcionalas

1(@):%![1;{%) +k),[%} +kz(aa£ +2chJdV+j gq>+ h(Dzdez (10.4)

IeSkoma minimali funkcionalo reikSmé:
5 I(®)=0

Visg sriti V sudalinam i elementus su n mazgy ir parenkam @ kitimo désni elemente
YN, =[Nfocn)  ®,i=12..n
i=1

n - laisvumo laipsniy elemente skaicius
®, - lauko kintamojo mazginés reikSmes.

N; turi tenkinti tik ? suderinamumo reikalavimus, nes (4) yra tik pirmosios @ iSvestinés.

Funkcionalo minimumo salygos vienam baigtiniam elementui, vienam mazgui i
reikalauja:

ﬂq)—e):O, i=12,...n

09,

J‘ xad) 6(1) +,,,+faq) V"+<tik elementui ant pavirsiaus Sz>+
s\ Ox 6<D 8 0D,

J(g 0P o 9P lyge, =
S

+

00, oD

i i

Turint omenyje, kad

¢ _ON.
oD :[GN,, ’,---}{d)m},

ox ox Ox
o (o0 oN,
oo\ ox ) ax’
o0 _ N
o,
oN7y.. 0N, . e Wyee
:Jg(k{a}{d) " - +...+fNijdV +S£(g1v,. + B[N]N, {@¢. Jlis <
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Minimumo salygos vienam elementui tada

(A0 o fefo. il Jo e

nxn nxn nxl

“Standumo” matricy elementai, atitinkantys laisvumo laipsnius i ir j:

ON, ON, _ON
Keij:'[(k aNz ]+k aNz J k aNz J]dve

X y + Zz
e ox Ox 0y Oy 0z 0z

K’sj = th N ;dS*> tik elementams ant pavirSiaus S,
S
R = [fN,av°+ [gN,dS :
Ve S

Taigi, pagrindiné lygtis yra

([Ke]-‘r[Kgsz]){(Dem}-‘r{ e}:o,

10.2. Tikriniy reikSmiy uzdaviniai

— mechaniniy virpesiy (modaliné analiz¢), mechanikos pradinio pastovumo, rezonanso

akustikoje, stovin¢iy bangy sekliame vandenyje, elektromagnetiniy bangy. Visi Sie uzdaviniai
aprasomi Helmholtzo lygtimi

i kxag +i k‘,ai) +i l@aﬂ +Ad=0 (10.5)
ox Oox o,\ "0, o0, 0,

su Dirichlet ir Neumanno krastinés salygomis. Cia 1 — neZinomas parametras.

Eulerio - Lagrange’o funkcionalas Helmholtzo lyg¢iai yra:

I(cb):lj

2 2 2
(kx(ae) +kv(aﬁ) 1 [22) }d 106
2y ox "\ Oy 0z
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Panasiai kaip skyriuje 10.1 variaciniu principu gautume:

[k Jocn}-2 M. }=0, (10.7)
‘. —J( oN, N, ‘i, oN, N, i, N, aNdeve’
ox Ox Oy Oy 0z 0Oz

m'y = [N.Ndve;

N; $iems uzdaviniams - taip pat C” tipo. (7) lygtis vadinama savujy (arba tikriniy) reik§miy 1
uzdaviniu. Netrivialus sprendinys yra tik tada, kai

‘[K]—/l [Mizo.

Determinanta galima iSskleisti { n eilés polinoma, turintj n Sakny A, ; n — sistemos
laisvumo laipsniy kiekis. Kiekvieng A, atitinka begalinis skaiCius savyjy vektoriy {CI)m }i,
tenkinanciy lygti (7). Dazniausiai savieji vektoriai pateikiami normalizuota forma.

10.3. Plitimo uzdaviniai

Tai — lauko kintamojo pasiskirstymo erdvéje priklausomai nuo laiko uZdavinys:
difuzijos, banguy sklidimo uzdaviniai.

Lygtis:
i(kx a(Dj 9 k, ov), 0o (k aﬁj:f(x,y,z,r)wdnmd’) (10.8)
ox ox ay oy az 0z

Krastinés salygos:
®=d(x,y,z,1)eS,, >0
ir

k a;q)rlirlc‘,a;q)n)ﬂrk,a;()n,+g()c,y,z,t)+h(x,y,z,t)q)=OeS2, t>0 (10.9)
ox © 7 0y o0z -

Pradinés salygos:

D=D,(x,y,z)eV, >0 (10.10)
) :Ci)o(x,y,z)eV, t>0
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(8) lygtis vadinama paraboline, jei m=0irc #0;
hiperboline, jei m # 0.

Parabolinéms lygtims biidingas lauko kintamojo plitimas terpéje begaliniu greiciu
(pvz., paveikus kiinag Siluma, jo vidiniy taSkuy temperatira pakisty akimirksniu), o
hiperbolinéms - baigtiniu greiciu.

BEM formuluotés
Naudojami keli budai. DaZniausiai uzdavinys nagrinéjamas fiksuotu laiko momentu ir

laikoma, kad ® ir ®~x, y, z. Tada:

®“(x, y,2,)= Zn:Ni(x»)’»Z)(Di(t)
i=1

- tik mazginiai laisvumo laipsniai priklauso nuo laiko. Dabar elemento lygtis Siam fiksuotam
laiko momentui galima iSvesti variaciniu principu (jei uZdavinys turi funkcionalg) arba
svertiniy neatitik¢iy metodais.

Kitas metodas (J. T. Odenas, 1969): uZdavinys nagrin¢jamas keturmatéje erdveje:

CDe(x,y,z,t)ZiNi(X,yaz,t)(Di

i=1
- pridedama dar viena dimensija, o tai labai pabrangina sprendima.

Pirmuoju metodu galima gauti:
[ e b+ [c fidben f+ [k fen b+ [K sz flen }+ (R (1)} = 0 (10.11)

Cia
m; = [mN,N av°
e

c; = [eN.Nav*
o

_ON . _ON . _ON .
k,"ZJ. xaNz J+k aNz J+kZaNz J Ve
Y Ox Ox Yoy Oy 07 0z

ks = [AN,N,dS
8,

ve

R = jﬁvidve + [gdse
Ve S

Lygtyje (4) [M] daZniausiai {vertina inercija, [C] - slopinima arba talpuma, [K] - standuma.
Kai kuriuose uzdaviniuose [M]=0 (difuzijos), [C]=0 (neslopinamy svyravimuy). Priklausomai
nuo R(¢) kitimo skiriami periodiniai, harmoniniai, atsitiktiniai uzdaviniai.

Sprendimo metodai (11) lyg€iai - daZniausiai rekurentiniai.
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11. BEM PAKLAIDOS. TESTAIL PROGRAMOS

BEM sprendinio paklaidos (esant korektiSkiems elementams, tinkamai naudojant
programa):
1. modeliavimo - atspindi matematinio modelio skirtuma nuo realybés (pvz.,
Kirchhofo b.e. storai plokstelei modeliuoti);
2. diskretizavimo — kyla dél per¢jimo nuo begalinio prie baigtinio laisvumo laipsniy
kiekio modelyje;
3. apvalinimo — kyla dél baigtinio kompiuterio ZodZio ilgio.

Pastarosios paklaidos itin didelg jtaka turi “blogai salygotiems” BEM uZdaviniams.
Matematinis blogo salygotumo pavyzdys:

1.00 —-1.00 || x 4.00 X 104
-1.00 1.02 ||y —-2.00 y 100
pakeitus viena koeficienta 1%, rezultatas pakinta ~ 100%:
1.00 —-1.00 || x 4.00 X 204
-1.00 1.01 ||y —-2.00 y 200
Toks uZdavinys 2- juy skaitmeny tikslumy nei§sprendZiamas.

Blogai salygoto mechanikos uzdavinio pavyzdys:

Jei k1>>k22

k, -k ||y P
= ; k,+k, >k,
-k, k +k,||u, 0
ir eilutés tampa tiesiSkai priklausomos. Tokiu atveju reikia itin didelio skai¢iavimo tikslumo:
pvz., jei k;=40., k,=0.0014, tai, kad gautume sprendinj, turime Zinoti k; tokiu tikslumu:

k;=40.0000. Antraip k; paklaida lemia viso skai¢iavimo tiksluma.
Siame sprendinyje modeliavimo paklaida ~ 0, diskretizavimo = 0.
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Kitas pavyzdys: rémas, kuriam aSinis standumas >> lenkimo standumas
turéty gautis u, = u,, o tai rodo, kad dvi lygtis yra beveik tiesiSkai priklausomos.

Kitas pavyzdys: plona plokstelé modeliuota Mindlino b.e.
Bloga salygotuma gali kelti ir netinkamas diskretizavimas:
- iSkraipytos formos baigtinis elementas
- elementas su dideliu krastiniy santykiu

- apjungti skirtingy dydZiy baigtiniai elementai

Vienintelis “vaistas” nuo blogo salygotumo — ilgesnis kompiuterio Zodis.

Paklaidy jverciai

Blogo salygotumo koeficientas (condition number), C. Moler, 1967:

C(K)= % A— [K ] savosios reikSmes.

<tiksliy skaitmeny praradimas> ~1gC(K)

Pavyzdys: kompiuterio ZodZio ilgis — 7 Zenklai, C(K)=1E5 — sprendinys turés tik 2
patikimus skaitmenis.

Trikumai: daZnai pernelyg pesimistinis jvertis; ivertina tik apvalinimo paklaidas,
padarytas iki lygciy sprendimo; neivertina ir deSinés lygties pusés paklaidy.

Ivertis tinklelio kokybei — diskretizavimo paklaidoms, I. Fried, 1972:

h

h 2m-1 @
C(K):b[ﬂj N",

min

b; ~E, v ir ~nuo uzdavinio tipo
h — elementy “diametrai”

N — elementy kiekis

2m — diferencialiniy lyg€iy eilé

n — uzdavinio matas
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Ivertis lyg€iy sprendimo metu kylan¢ioms paklaidoms, R. McNeal, 1976:

U} AP

€ ="

ity
apy={pi-[k v}

- santykis likutiniy jégy darbo su tikryju jégu darbu.
Pavyzdys: jei |e| <1E-7 - viengubas kompiuterio Zodis lyg¢iy sprendimo metu
paklaidy nejnesa.

Praktiné jver¢iy nauda: A. Anon, 1986: sprendinys, matyt, bus priimtinas, jei vienas i$
iverCiy rodo bloga padéti; sprendinys tikrai nepriimtinas, jei visi trys jverciai yra bloguy
reikSmiy.

Kiti jverciai diskretizavimo paklaidoms.
Paprasciausias jvertis: diskretizuotos struktiiros tiiris turi biiti lygus realios struktiiros

tariui.
Santykinés klaidos jvertis (jo matas - %), R. Cook, 1985:
e, =piphy"",
¢ia
1
hy=—.
0 N%

q =1 + <auksciausio pilno interpoliacinio polinomo eilé>

r = 0 poslinkiy santykinei klaidai

r =1 deformacijy ir j{tempimy klaidai, C’ tipo uzdaviniams

r = 2 deformacijy ir j{tempimy klaidai, C’ tipo uzdaviniams

p, — maksimalus baigtiniy elementy matmeny tinklelyje santykis

p, —maksimalus didZiausio elemento tinklelyje ir maZiausio “diametry” santykis
N — elementy kiekis

n — matas

Praktiné e, nauda: jei gautas e, > 1 (t.y., 100%) — reikalingas tinklelio smulkinimas; jei

e, =~ 0.1x<priimtina paklaida> — rezultatai, matyt, yra patikimi. Kartais jvertis yra labai
pesimistiskas.
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Prisitaikancios (self-adaptive) BEM programos

Galimybeg joms rastis suteiké patikimy iver¢iy nustatymas. N.Kikuchi, 1986: programa
nusprendZia, ar reikia smulkinti ( jei reikia — kur ir iki kokio lygio) elementy tinklelj;
sprendimo etapas; rezultaty analizé, kol pasiekiama reikiama sprendinio tolerancija arba
leidzia kompiuterio resursai, arba kol neisivyrauja apvalinimo paklaidy triukSmas.

Tinklelio smulkinimas: h- ir p- strategijos. h strategija: tinklelio smulkinimas;
pageidautina — iSsaugant visus ankstesnius laisvumo laipsnius. p -strategija: reikiamuose
mazguose ivedami papildomi laisvumo laipsniai — naudojamas aukStesnés eilés interpoliacinis
polinomas. Tokioje, hierarchingje sprendimo schemoje nebiitina i§ naujo perskaiciuoti /K]
/M ] [C} matricos tik papildomos naujomis eilutémis ir stulpeliais.

Testai elemento kokybei jvertinti
Tikriniy reikSmiy testas.
Id¢ja: [K ]{u} ={P};  mazy poslinkiy atveju, tampriai medZiagai

{Py=2 {u)
tada {[K]—ﬂ [1]j{u}=o (11.1)

Tikrinius vektorius normalizavus: {u}":{u}, =1, o (1) padauginus i§ normalizuoto {uf'i:

— deformacijos energija, esant mazginiams {u},. IS Cia: kai {u}; atitinka baigtinio elemento
poslinkius kaip kieto nedeformuojamo kiinu poslinkius A, turi biiti = 0.

Todé¢l 2D uzdaviniui turim gauti 3 nulines tikrines reikSmes, 3D arba kevalui — 6,
simetriniam aSiai uzdaviniui — 1. Jei testas rodo per mazai nuliniy reikSmiy — elementas
netenkina pilnumo reikalavimy; jei per daug — elemente yra mechanizmuy.

Testa galima pakartoti elementa perorientavus erdvéje. Jei dabar gaunamos kitos 4 —
elementas néra geometriSkai invariantiSkas.

“Vieno elemento testas”: tiriamas elemento atsakas i apkrova, keiCiant elemento
parametrus: ilgio/aukscio santyki, kampa ir pan. Teikia informacija apie leistinas Siy dydziy
reikSmes.

“Patch testas”.

Standartiniai testai sulyginimui su analitiniais sprendiniais.

Reziume: elemento testavimui nepakanka vieno testo. Be to, testai gali tik parodyti
klaidas, taciau negali irodyti, kad klaidy néra.
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BEM programos

Sitloma ~ 100 komerciniy pakety. Visos ankstesnés programos — Fortrano kalba, vélesnés — ir
C++. Programy apimtis: ~ 100 000 + 1 000 000 operatoriy. Galimybés: tiesiné ir netiesiné
analiz¢, stacionariis ir nestacionariis procesai, mechanikos, $ilumos, elektromagnetizmo
taikymai, multifizikos uZdaviniai. Modifikuotos versijos pasirodo kas 1-2 metai, programos
pritaikytos jvairioms platformoms; yra ir suprastintos versijos PC.

Dokumentacijos apimtis — tiikstan¢iai puslapiy; kursai vartotojams, konsultacijos
telefonu ir pan.

Per pastaruosius keliolika mety rinkoje nepasirodé né viena nauja BEM programa: itin
auksti “starto” kastai, rinkos inercija.

Kirimo kastai (J. Rice, 1983): analizuota 400 su BEM susijusiu projekty, kuriy trukmé
1-8 metai, 2-200 darbuotojuy. Iskaitytas laikas algoritmo, programos kiirimui, testavimui,
dokumentavimui. Produktyvumas matuotas programos operatoriy kiekiu
1darbuotojui/1ménesiui.

Rezultatai: 5-5000 eiluciy, vidurkis 200 eiluciy; 2/3 projekty pakliuvo i ribas 75-550
eiluciy.

Kaina dideliy programy projekty - 2-10 mln. USD. Palaikymo kastai: kaip taisyklé
virsija kiirimo kasStus.
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