1. Vektoriy veiksmai. Vektoriy skaliariné, vektorine ir
misrioji sandaugos

Vektoriy uzrasymas MAPLE

Vektorius MAPLE galime uzraSyti daugeliu budy. Juos grafiskai vaizdu-
osime paketo Student[LinearAlgebra] pagalba, kurj aktyvuojame komandaw-
ith(Student[Linear Algebra]. Taip pat naudosime paketa linalg:

> with(linalg):

> with(Student[LinearAlgebral) :

1) Vektoriy uZrasymas naudojant baigtiniy aibiy ir baigtiniy seky elemen-
tus.

Is pradziy sudarykime seks. Parasysime sekos Sn=7+3%((-1)"n)*n pirmuo-
sius desimtj nariy. Naudojame komand g seq:

> S:=seq(7+3*(-1) "n*n,n=1..10);

S :=4,13, -2, 19, -8, 25, —14, 31, —20, 37

Siad seka Maple galime traktuoti kaip aibe, susidedancia i$ sekos elementy.
Norédami seka S paversti aibe A, sekos narius jterpiame tarp skliaustu {}:

>  A:={S};

A:={-20, —14, -8, —2, 4, 13, 19, 25, 31, 37}

Komanda AJ] aibe A vél pavaizduoja kaip seka:

> S:=A[];

S = -20, —14, -8, —2, 4, 13, 19, 25, 31, 37

Analogiskai baigtiné seka paverc¢iama vektoriumi, o vektorius vél baigtine
sekas:

> V:=[8];

V:=[-20, —14, -8, —2, 4, 13, 19, 25, 31, 37|
> V[I;
—20, —14, -8, —2, 4, 13, 19, 25, 31, 37

2) Vektoriai uzduodami igvardijant visas vektoriaus komponentes:

> V:=vector ( [ 1,2,3,4,51 );
V=11, 23,4, 5]

3) Jei vektoriaus komponentes vienodos, patogiausias jo uZraSymo budas
toks:

> V:=vector( 4,2 );

V=122 2 2]

Cia pirmasis skai¢ius lygus vektoriaus komponenciy skai¢iui, o antrasis -jy
skaitinei vertei.

4) Jei vektoriaus komponentés yra susietos su savo indeksais mums Zinoma
funkcine priklausomybe (pavyzdZziui, f:= x -> x~2), tos funkcijos pagalba galime
patogiai uzrasyti vektoriu :

> V:=vector ( 7,x->x"2);



V=11, 4,9, 16, 25, 36, 49]

Sio vektoriaus komponentés lygios funkcijos reikSméms taskuose 1,2,3,4,5,6,7
(pradiné argumento reik§me visada lygus vienetui). Jei tolesniems skai¢iavi-
mams reikalingos kurios nors vektoriaus komponent és, jos lengvai gaunamos
taip:

> V[2];

4

Pavyzdziui, sudékime 2-aja ir 4-aja vektoriaus komponentes:
> Test:=V[2]+V[4];
Test := 20

Cia pademonstravome tik kai kuriuos i§ galimy vektoriy uzrasymo Maple
budy.

Pagrindinés vektoriy operacijos MAPLE

1) Vektoriaus komponenciy kiekj (vektoriaus matavima) nurodo komanda
vectdim:

> V:=vector ( 7,x->x"2);
V=11, 4,9, 16, 25, 36, 49]
> Kiekis:=vectdim(V);
Kiekis == 17
2) Surusiuoti vektoriaus komponentes galime naudodami komanda sort.
Tarkime, kad turime seka S:

> S:=seq(7+3*(-1)"n*n,n=1..10);

S =4, 13, -2, 19, -8, 25, —14, 31, —20, 37
I8 jos elementy "pasigaminame" vektoriy:
> V:=[S];

V=14, 13, =2, 19, -8, 25, —14, 31, —20, 37|

Komandos sort pagalba Sio vektoriaus komponentes isdéste didéjancia seka,
gausime kitg vektoriy, kurj pavadinkime, pavyzdziui, "Surusiuotas":

> Surusiuotas:=sort(V);

Surusiuotas := [—20, —14, —8, —2, 4, 13, 19, 25, 31, 37|

Norédami vektoriaus elementus iSdéstyti mazéjancia tvarka, naudojame ko-
manda sort(V,*>¢):

> Surusiuotas_mazejanciomis_komponentemis:=sort(V,¢>¢);

Surusiuotas _mazejanciomis _komponentemis := [37, 31, 25, 19, 13, 4, —2, —8, —14, —20]
3) Didziausias ir maZiausias vektoriaus komponentes randame taip:
> Maziausia:=min(V[]);
Maziausia := —20

> Didziausia:=max(V[]);



Didziausia := 37
4) Galime pakeisti vektoriaus komponente, nurodydami nauja jos reiksme.
Pavyzdziui, vektoriuje V:
> V;
[4, 13, —2, 19, —8, 25, —14, 31, —20, 37]
keic¢iame treciaja komponente:
> V[3]:=111;
Vs =111
Dabar vektorius V yra Sitoks:
'
[4, 13, 111, 19, —8, 25, —14, 31, —20, 37|
5) Vektoriaus komponenciy pertvarkymas komandos map pagalba. Pakeisime
komponentes dabartiniy komponenciy reikSmiy kvadratais:
> V=V,
V =14, 13, 111, 19, —8, 25, —14, 31, —20, 37]
>  W:=map(x->x~2,V);
W := [16, 169, 12321, 361, 64, 625, 196, 961, 400, 1369]
6) Kartais pravercia sumos operatorius add.(addition - suma) ir sandaugos
operatorius mul (multiplication - sandauga)::

Naudojant Siuos operatorius, galima sudéti (add) arba sudauginti (mull)
sekos narius, aibés elementus arba vektoriaus komponentes.

> Suma:=add(V[i],i=1..vectdim(V));
Suma = 198
> Sandauga:=mul(V[i],i=1..vectdim(V));
Sandauga = —7044194976000

7) Vektoriy suma skai¢iuojama naudojant jprasta sumos Zenkla + (Zinoma,
sudedami vektoriai turi buti vienmadciai):

> Suma:=V+W;

Suma = [20, 182, 12432, 380, 56, 650, 182, 992, 380, 1406]

Vektorius galima pavaizduoti grafiskai Student|[LinearAlgebra] subpaketo
pagalba. Tik reikia nepamirsti kad vektoriai turi buti tinkamo matavimo (gali
turéti tik 2 arba 3 komponentes, kad "tilpty" plokStumoje arba trimatéje erd-
veje). Taip pat turékite omenyje, kad Student[LinearAlgebra| vektorius uzraso
stulpeliy pavidalu komandos Vector ( o ne vector , kuri yra paketo linalg ko-
manda) pagalba:

> V:=Vector([5, -3, 2]);

V.= -3
2
> W:=Vector([4, 2, 1]);



> VectorSumPlot (V,W);

The Sum of 2 Vectors

8) Vektoriaus ir skai¢iaus sandauga uZraSoma taip pat, kaip dviejy skaiiy
sandauga:
> OVR2I=Vk2;

10
2V =1| -6
4
9) Kampas tarp vektoriy.
Tegu turime du vektorius:
> V:=vector(3,i->i"2);
Vi=[1,4,9

> W:=vector(3,i->sqrt(i));

W= [1, v2, V3
Apskai¢iuosime jy sudaroma kampa komandos angle pagalba:
> Kampas:=angle(V,W);

(1+4v2+9v3)v98V6

588 )
Jei tokia trigonometriné israiska mums netinka, galime apskaiciuoti apytiksle

kampo reik8me komandos evalf pagalba (rezultata gauname radianais):

Kampas := arccos(



> Kampas [rad] :=evalf (Kampas) ;
Kampas, ., = 0.4093463308

To paties kampo reikSme laipsniais gauname Sitaip:

> Kampas[laips]:=evalf ((180/Pi)*angle(V,W));
Kampas,;,, = 23.45381710

10) Vektoriy skaliarine sandauga apskai¢iuojame naudodami komanda dot-
prod:

> VW:=dotprod(V,W);
VW i=1+4v2+93
Zinome, kad statmeny vektoriy skaliariné sandauga lygi nuliui. Jei vektorius
U sitoks:
> U:=vector(3,i->(-1)"i*(3-1)"2);
U:=[-4,1,0]

tai jis statmenas anks¢iau apibréztam vektoriui V:
> UV:=dotprod(U,V);
Uv :=0
Skaliarinés sandaugos pagalba randame vektoriaus ilgj (vektoriaus ilgio kvadratas
lygus vektoriaus skaliarinei sandaugai i jo paties) :

> Ssandauga:=dotprod(V,V);
Ssandauga := 98
> Ilgis:=sqrt(Ssandauga);
llgis :==T7 V2
Apytiksle Sio skaiciaus reik8me gausime su komanda evalf:
> Apskaiciuotasilgis:=evalf (Ilgis);
Apskaiciuotasilgis := 9.899494934

11) Vektoriné sandauga apskai¢iuojama naudojant komanda crossprod:
> Vsandauga:=crossprod(V,W);

Vsandauga = [4\/3— 9\/5, 9— \/g, \f—4]
Apytiksléms reikSméms apskai¢iuoti vélgi naudojama komanda evalf:
> Vsandauga_skaiciais:=evalf (crossprod(V,W));

Vsandauga _skaiciais := [—5.799718828, 7.267949192, —2.585786438]

Pavaizduokime vektorius ir jy vektorine sandauga grafiskai. Vektorius reikia
uzrasome stulpeliy pavidalu naudodami komanda Vector:

> Vi:=Vector(3,i->i"2);

> Wi:=Vector(3,i->(-1)~(i+1)*sqrt(i));



1
Wl:i=| =2
V3

Vektorius V1, W1 ir jy vektorine sandauga grafiskai pavaizduosime komandos
CrossProductPlot pagalba:

> CrossProductPlot(V1l, W1, vectorcolors=[green,cyan,yellow]);

The Cross Product of 2 Vectors

(:]ia green, cyan, yellow- vektoriy grafiniy vaizdy spalvos.
Zinome, kad lygiagretainio, kurio krastinés yra vektoriai V1 ir W1, plotas
lygus ju vektorinés sandaugos ilgiui:
> X:=crossprod(Vi,Wl);
X=HBV3+9v2,9-V3 —v2-4

> lygiagretainio_plotas:=sqrt(dotprod(X,X));

lygiagretainio _plotas = \/(4 V34+9v2)2 + (9 —/3)2 + (=2 — 4)2
> apytikslis_lygiagretainio_plotas:=evalf (%) ;

apytikslis _lygiagretainio _plotas := 21.64486210
12) Misrioji vektoriy sandauga apskai¢iuojama naudojant jos apibrézima
skaliarinés ir vektorinés sandaugy pagalba:
> a:=Vector( [1,8,3] );
1
a:= |8
3
> b:=Vector( [-1,3,-5] );



b:.= 3
L _5 -
> c:=Vector( [6,-2,-2] );
C 6
c:=| =2
L _2 -

> Misrioji_sandauga_abc:=dotprod(crossprod(a,b),c);
Misrioji _sandauga abc := —320
Primename, kad §i miSrioji sandauga lygi gretasienio, kurio briaunos yra
vektoriai a,b ir ¢, turiui. Vadinasi, ji lygi nuliui, jei vektoriai a,b ir ¢ guli vienoje
plokstumoje (yra komplanarus). Jos SeStoji dalis lygi keturkampés piramideés,
kurios trys briaunos sutampa su vektoriais a,b ir ¢, turiui.

Uzdaviniai.

1. Zinomos trikampio ABC virsunés. Raskite krastiniy AB, AC ir pusi-
aukrastinés BE ilgj, kampo BAC dydj (trigonometrine israiska, laipsniais, radi-
anais), o taip pat vektorinés sandaugos pagalba apskai ¢iuokite trikampio ABC
plota S. A('5;-2; 2) , B(-1;4; 2), C(-4;-1;5) .

2. Duoti keturi vektoriai a( 1, -3, 1), b( -1, -3, -1), ¢( -3, -3, 1), d( -21
, -39 , 3 ). Irodykite, kad vektoriai néra komplanarus. Vektoriy d isreikskite
vektoriy a, b, c tiesiniu dariniu: d = la +mb + nc . Pastaba: Tiesinio darinio
koeficientams 1, m, n rasti sudarykite tiesiniy lygéiy sistema.

3. Raskite trikampés piramidés, kurios briaunos yra vektoriai a - b, a* |b|,
bxc tur], kur |b| paZymétas vektoriaus b ilgis, bxc - vektoriy b ir ¢ vektoriné
sandauga. Raskite pasirinkto tos piramidés Sono plota.

2. Analizinés geometrijos uzdaviniai MAPLE

Plokstumos geometrijos uzdaviniai
Naudosime MAPLE pakets geometry.

1. Rasti tiesés, einancios per taskus A(-1,3) ir B(1,4), lygtj ir
nubrézti tiese.

> restart;with(geometry):

> line(AB, [point(A,-1,3),point(B,1,4)]1);

AB
> Equation(AB, [x,y]);
—T—z+2y=0

Sutvarkome lygtji operatoriaus \textbf{sort }pagalba:



> sort(%, [x,y1);
—r+2y—-7=0
> draw([A,B,AB],axes=normal,view=[-4..4,1..6],printtext=true);

2. Trikampio ABC kragtiniy lygtys yra 4*x-y-4= 0, 3*x+5%y-34 = 0,
3*x+2%y-10 = 0 . Rasti trikampio vir§unes ir plota.
Naudodami geometry paketa, komandos line pagalba apibréziame trikampio
krastines:

> restart;with(geometry) :

> line(AB,4*x-y-4=0, [x,y]);

AB
> 1line(BC,3%x+5%y-34=0, [x,y]1);
BC
> line(AC,3#*x+2xy-10=0, [x,y]);
AC

Komanda triangle apibrézia trikampj, kai Zinomos jo krastin és:
> triangle(ABC, [AB,BC,AC], [x,y]);
ABC

Komandos map pagalba randame gautojo trikampio ABC virSuniy
koordinates:
> vk:=map(coordinates,DefinedAs (ABC)) ;
54 124, 18 28
[[%’ ﬁ}v [ﬁ7 ﬁ]’ [_ ’ 8]]

VK =



Komanda point identifikuoja musy trikampio virSunes kaip ta Skus:
> point(A,vk[1]);point(B,vk[2]);point(C,vk[3]);
A
B
C

Komanda coordinates nurodo tasko koordinates:
> coordinates(A);
54 124
[2737 ﬁ]
triangle komandos pagalba galime apibrézti trikampj zinodami jo virSunes.
> triangle(ABC,[A,B,C], [x,y1);
ABC

Trikampio plota rasime naudodami area komanda:
> area(ABC);
1800
253

Nubréziame trikampj naudodami draw:
> draw(ABC,axes=normal,printtext=true);

3. Duotos trikampio virSunés A(11; 6), B(-10; 6) ir C(-10,-16). Rasti
trikampio pusiaukrastinés AE ir aukstinés BD ilgius, taip pat ju
susikirtimo taska M.



> restart:with(geometry) :
> triangle(ABC, [point(A,11,6), point(B,-10,6), point(C,-10,-16)1);

ABC

Pusiaukrastinés ir aukstinés suradimui naudosime funkcijas median ir
altitude. median apskaic¢iuoja pusiaukrastine:

> median(pusiaukrastine,A,ABC,E);

pustaukrastine

¢ia raide E Zymeétas antrasis pusiaukrastinés galas. Komanda altitude veikia
analogiskai ir randa aukstine:

> altitude(BD,B,ABC,D);
Warning, a geometry object has been assigned to the protected name D.

Use of protected names for geometry objects is not recommended and may
break Maple functionality.

BD

Atstuma tarp tasky iSmatuoja funkcija distance:
> distance(A,E);

V562

Norédami gauti paprastesne atsakymo israiska, galime papildomai naudoti
simplify funkcija:
> simplify(distance(B,D));

462 v/ 37
185

line komanda galime apibrézti tiese, jei Zinome pora jos task y:
> line(bd, [B,D], [x,y]);
bd

> 1line(ae, [A,E], [x,y]1);
ae

Eguation paraSo tiesés lygti:
> Equation(bd);

36036  9702a 10164y _
925 925 925

Naudodami solve funkcija galime rasti tiesiy susikirtimo task a:
> solve({Equation(bd) ,Equation(ae)});
_ —1748 —753

== Y= o3}




Pazymeékime raide M gautajj taska (naudojame point funkcija):
> point(M,subs(%, [x,y1));
M
Nubréziame brézinj su draw:

> draw([ABC,pusiaukrastine,BD,M],axes=normal,printtext=true,scaling=con
> strained);

5 10

4. Trikampyje su virSunémis A(-4; 1), B(6;1), C(6; -4) rasti pusiaukampinés BL
ilgj ir jbrézti apskritima.
> triangle(ABC, [point(A,-4,1), point(B,6,1), point(C,6,-4)]1):

Funkcija bisector randa pusiaukampine:
> bisector(BL,B,ABC,L);
BL
> simplify(distance(B,L));
102
3

> draw([ABC,BL],printtext=true,axes=normal) ;



A 4 B
4 2 2 4 6
-2
-34
_4§ C

incircle funkcija randa jbréztajj i trikampj apskritima, kurj pavadiname
tbreztasis, o jo centra pazyméjome raide O:

> incircle(ibreztasis,ABC,’centername’=0):

Warning, a geometry object has been assigned to the protected name O.

Use of protected names for geometry objects is not recommended and may
break Maple functionality.

> draw([ABC,ibreztasis],printtext=true,axes=normal);




5. Rasti elipsés 22 + 44> = 8 liestiniy, einané&iy per taska A(1;3),
lygtis. ParaSykime elipsés lygtj ir fiksuokime duotajj taska:
> with(geometry):
> eq:=x"2+4*y~2=8;x0:=1;y0:=3;
eq:=x%+4y> =8
20 :=1
y0 =3

Dirbdami su kreivémis, kurios yra kugio pjuviai, galime naudoti conic
funkcija:
> conic(C,eq, [x,y]1);
C

detail komanda padés mums suzinoti kugio pjuvio C parametrus: atpazins,
kad tai elipsé, duos jos centro ir zidiniy koordinates, asiy ilgius:
> detail(C);

name of the object : C\
form of the object : ellipse2d)\
center : [0, 0]\
foci o [[=67(1/2), 0], [67(1/2), O]]\
length of the major axis: 4 %27(1/2)\
length of the minor axzis: 2x2°(1/2)\
equation of the ellipse: x"24+4*xy " 2—-8 = 0
Nusibrézkime elipsé ir duotajj taska:
> point(A,x0,y0);
A
> draw([C,A],printtext=true,view=[-4..4,-2..4]);



Parasykime tiesés, einanc¢ios per duotaji taska, lygti:

>  eql:=y=yO+k*(x-x0);

eql =y=3+k(x—1)

ir jstatykime gautajj y i elipsés lygti naudodami komanda subs:

> subs(%,eq);

> +4B+k(x—1)2=8

Isspreskime lygti kintamojo x atzvilgiu:

> solve(%,x);

22k* =6k +VTE2 —T+6k) 2(2K +6k+VTk2-T+6k)
1+4k2 ’ 1+4k2

Gauname pora x reikSmiy kiekvienai k. Jei tiesé lie ¢ia elipse, tos reikSmeés
turi sutapti:

> solve(%[11=%[2],k);

3, V8 3 VB
7 77 7
> k1:=Y[1];k2:=%%[2];
3 /58
kl = —=+ —
7+ 7
3 V568
k2 = —— — —
2 7 7



Istate Sias reik8mes j tiesiy lygtis, gauname du atsakymus:
> liestinel:=subs(k=kl,eql);

3 58
liestinel :=y = 3 + (—? + \/;) (x—1)
> liestine2:=subs(k=k2,eql);
liestine2 ==y =3 + (—% - @) (x—1)

> line(L1,liestinel, [x,y]);
L1
> 1line(L2,liestine2, [x,y]);
L2
> draw([C,A,L1,L2],axes=normal,printtext=true);

37 A

> Equation(L1);

3 /58 24 /58

G- )ety—7+— =0
> Equation(L2);

3 /58 24 /58

(z+——)z+y————=0

7 7 7 7

Erdveés geometrijos uzdaviniai



Naudosime paketa geom3d.

1.Rasti lygtj plokStumos, einancios per tris taskus A(0, 2, -3), B(3,
-6, 5), C(-4, 0,1) . Rasti trikampio ABC plota ir jo kampy dydZzius.
> restart:with(geom3d):

Pasizymime tagkus A, B, C, apibréziame plok §tuma ABC su plane
funkcija.ir raSome jos lygtj su Eguation:
point(A,0, 2, -3):
point(B,3, -6, 5):
point(C,-4, 0, 1):
plane(pl, [A,B,C]):
Equation(pl, [x,y,2]);
—26 —16x —44y —382=0

vV V. V V

Supaprastiname, sutvarkome ir pasizymime:
> %/ (-2);
13+8x+22y+192=0
> lygtis:=sort (%, [x,y,z]);
lygtis . =8x +22y+192+13 =0

triangle komanda apibréziame trikampj ABC ir nubr éziame jj su draw:
> triangle(ABC, [A,B,C]);
ABC

> draw(ABC,axes=framed) ;




Plota randame su area komanda:
> plotas:=area(ABC);

plotas := 3+/101

o kampy dydzius su Findangle:
> kampasA:=FindAngle(A,ABC);

6137

kampasA := arccos( 137

)

> kampasB:=FindAngle(B,ABC);

V137101

137 )

kampasB = arccos(

> kampasC:=FindAngle(C,ABC) ;

kampasC := g

Atsakyma galime uzrasyti iSvardindami rastuosius dydZzius:
> 1lygtis;’plotas’=plotas;kampai=kA,kB,kC;
8x+22y+192+13=0

plotas = 3+/101
kampai = kA, kB, kC

2. Rasti kampa, kurj sudaro tiesé (x-1)/3=(y+2)/1 = (z-1)/2 ir plok $tuma
5*x+y-z+4=0.

> restart:with(geom3d):

> plane(pl,b*x+y-z+4 = 0, [x,y,2]):

Tiesés lygtj uzrasome su line komanda, nurodydami jos taska ir krypties
vektoriaus koordinates:

> line(t, [point(A,1,-2,1),[3,1,2]11):
> FindAngle(pl,t);

V42

arcsin( T)

Galime rasti apytikslj kampo dydj radianais naudodami komanda evalf, o jo
iraigka laipsniais gausime su funkcijos convert pagalba;

> evalf(%);
0.8039209181
> evalf(convert (%,degrees));
46.06127567 degrees

3. Rasti tasko A(1, 2, 3) atstuma iki tiesés x = 7-2t,y =4-4t, z
=5-+4t.



> point(A,1,2,3):

line funkcija apibrézia ties¢ pagal jos parametrine lygtj:
> line(T, [7-2*%t,4-4%t,5+4%t],t):

o distance randa atstuma nuo tasko iki tiesés:
> distance(A,T);

2+/10

4.Duota sukimosi cilindro aSisx =8 + t,y =4-2t,z =7+ 2 tir
taskas A(1, 2, 3) ant jo pavir§iaus. Parasyti cilindro lygtj ir nubrézti
cilindra.

> 1line(T, [8+t,4-2*t,7+2%t],t):

> point(A,1,2,3):

> point(M,x,y,2z):

Cia M - bet kuris cilindro taskas. Cilindro lygti galime para Syti sulygindami
tasky A ir M atstumus iki jo aSies:

> distance(A,T)=distance(M,T);

105 B Vhy2 — 128y +8yz+965 —T0z+522 —dza — 1162+ 822 +dzy

3 3
> %*3;

10v5 = /5y2 — 128y +8y2+965 — 702+ 522 —dzx — 116z + 822 +4zy

Dar supaprastiname lygtj pakeldami abi jos puses kvadratu ir sutvarkydami su
sort:

> map(a->a~2,%);

500 =5¢y% — 128y +8y24+ 965 —T02+522 —4dzx — 116z + 822 +4zy

> L:=sort(rhs(%)-1lhs(%), [x,y,2])=0;
L:=8x>+42y—4x2+5y°+8yz+522 1162 — 128y —702+465=0

Nubréziame brézinj naudodami implicitplot3d, plots, display3d:
> plots[implicitplot3d] (L,x=-25..25,y=-25..25,z=-25..25) :

> draw(T):
> plots[display3d] ([%%,
>

%] ,view=[-25..25,-25..25,-25..25] ,axes=boxed,orientation=[30,80]);



20

10

-10
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UZzdaviniai.

1. Duotos trikampio virsunés A(2,4), B (5,10), C (-1,-1). Nubrézkite
apskritima, jbrézta  §j trikampj, ir apskritima, apibrézta apie trikampj. Rasti
8iy apskritimy lygtis ir centry koordinate. 2. Duota elipsé % + % =16.
Per taska A(2,-1) nubrézkite styga, kuri tame taske dalijasi pusiau.
Parasykite jos lygti. Raskite trikampio, kurio vir§un és yra stygos galuose ir
elipsés centre, plota. 3. Raskite plok$tumos, einanéios per taskus A(1, 3, 2),
B(4, -5, 6), C(-3, 1, 2), lygti. Rasti trikampio ABC plota, perimetra ir
auksting AH.

3. Antros eilés kreivés ir pavirsiai MAPLE

1 Antros eilés kreives

1. Raskime kreivés 1222 + 122y + 28y? — 15 = 0 kanoninj pavidala.
> restart;

> with(geometry):with(linalg):



> eq:=12xx"2+12*xx*xy+28*y~2-15 = 0;

eq :=12x% +12zxy +28y% —15=0
> conic(‘k‘,eq, [x,y] ):
> detail(%);

name of the object : k\
form of the object : ellipse2d\
center : [0, 0]\
foci: [[3/10%10°(1/2), —1/10%10°(1/2)], [-3/10*10"(1/2), 1/10 10" (1/2)]]\
length of the major axis: 6°(1/2)\
length of the minor axzis: 2°(1/2)\
equation of the ellipse: 12xz 2+ 12xxxy+28«xy " 2—15 = 0
> draw(k,scaling=constrained,axes=normal) ;

5
/////// 0.5
( :
15 =1 -05 O 0.5 1) 15
~0.5-
_1{

Surasime kanoninj Sios elipsés lygties pavidalg. Naudosime A.Domarko
paraSyta programa KFD:

> KFD:=proc(q)
option ‘Copyright (c) 1997 A.Domarkas VU‘;
local X,N,A,B,k;
indets(q) :X:=sort(convert(%,list)) ;N:=nops(X);
A:=hessian(q/2,X);

if equal(diag(seq(Alk,k],k=1..N)),A) then
RETURN ([seq(X[k]=y| |k,k=1..N)]) fi;

eigenvects(4);

vV V.V V V V V



> [seq(op(%[k][3]),k=1..nops([%]))];
> map(linalg[normalize], linalg[GramSchmidt] (%)) ;
> transpose(matrix(N,N,%));
> B:=map(combine,%);
> [x1,y1]; #X#[y. (1..01];
> evalm(X=B&* (%)) ;
> [seq(X[k]=rhs (%) [k],k=1..M)];
> RETURN(%) ;
> end;
KFD :=proc(q) ... end proc
> KFD(lhs(eq));
= 31041 N V10 y1 )= V10 z1 N 3\/ﬁy1]
10 10 7’ 10 10
> subs(%,eq);
12(473\/ﬂ611 x/ﬂ5y1)24F12(473\/ﬂ5$1 +Vx/ﬂ5y1)(\/ﬂ5$1 +3\/ﬂ6y1
10 10 10 10 10 10
V10 z1 310 yl
+ 28 ( 10 + 0 )2 -15=0
> simplify (%) ;

10212 4+30y12—15=0

Kanoniné lygtis:

>

(%+(15=15))/15;

2z1?
L poyr?=1

163) . 12D

Matome, kad jos pusasiy ilgiai —5— ir ==

2. Kita kreivé:

>

>

>

>

sqrt(1/2);

V2
2

eq:=7*x"2+144-24*xxy = 0;
eq:=7x>+144 - 242y =0

conic(‘p‘,eq, [x,y] ):

detail(%);

)



name of the object : p\

form of the object :  hyperbola2d\

center : [0, 0]\

Joci s (=3, —41, [3, 4]\

vertices : [[—12/5, —16/5], [12/5, 16/5]]\

the asymptotes : [—=7/20xx+6/5xy = 0, =5/ xx =

equation of the hyperbola : 7xx 2+ 144 — 2 xxxy = 0
draw(p,scaling=constrained,axes=normal) ;

30

20

C:=coordinates(center(’o’,p));
C =0, 0]
subs (x=x+C[1] ,y=y+C[2] ,Equation(p)) ;
7224144 — 242y =0
expand (%) ;
7224144 — 242y =0
KFD(1hs (%)) ;

422511 n V225 yl1 V225 z1 n 4225 y1

v = 75 2% YT T a9p 5
subs (%, %% ;
4V2B31  Vyl
- 144
7 75 5 )T
ANVl 2Byl 2Bzl A/225 gyl
B —+ 25y ) 25I T =)=0



> expand (%) ;
16712 —9y1? 4144 =0

Kanoniné lygtis:
> (%-(144=144))/(-144);

z1?  y1?
=1
3. Istirkite kreive
> eql:=2xx"2+3*x*y-3*x-5*%y~2-4xy+1 = O;
> conic(‘p‘,eql, [x,y] ):
> draw(p ,scaling=constrained,axes=normal) ;
eql :=2x?+3zy—3x—5y> —4y+1=0

conic: "degenerate case: two intersecting lines"

Tiesiy lygtis galésime parasyti iSskaide kairiaja lygties puse:
> map(factor,eq);

Tx?+144 — 242y =0

Tiesiy lygtys
\mapleinline{inert}{2d}{x-y-1 = 0;}{/%

$x - y - 1=0$%

} ir

\mapleinline{inert}{2d}{2*x+5*y-1 = 0;}%
$2\,x + B\,y - 1=0%%

}.



4. Istirkite antros eilés kreive

> eq:=61*%x+29%y-180*%x"2-180*x*y-45%xy~2-5 = 0;
eq:=6lzx+29y — 18022 — 1802y —45y°> —5=0
> p:=’p’:conic(‘p‘,eq, [x,y] ):
> detail(%);
name of the object : p\
parabola2d\

form of the object :

vertex : [1511/18500, 377/3375]\
focus = [76/675, 149/1350]\
directriz : —1/5%5°(1/2)xx+2/5%x5"(1/2)xy—31/1350 x5°(1/2)

equation of the parabola :

> draw(p,scaling=constrained,axes=normal) ;

0.114 -
0.112 J—
o.11—f
0.108

0.106 - }
L

0104+ | | | | |

0.108 0.11 0.112 0.114 0.116 0.118

Randame virsunés koordinates

> C:=coordinates(vertex(’v’,p));
1511 377
Ci= [13500’ 3375]

Pastumiame koordinaédiy sistemos centra j virSune

0\

61 xx+29%xy— 1802”2 —180xxc*xy — 45y 2—5

>  subs(x=x+C[1],y=y+C[2] ,Equation(p));
29801 1511 1511 377 377
lo+ 2200 199y —1 i PR —4 200
Ole+ Zxgg T 299~ 180(z + 3550)" — 180 (@ + 3555) (W + 5372) =45 (y + 53¢
> expand (%) ;

3 6
gx—gy—1801;2—180xy—45y2:0

2 =0

0



KFD pagalba randame kanonizuojantj keitinj
> KFD(1hs(%));

o= 25 1 +\/5y1 _ Vhal 2541

5 5 YT 5 5
Kei¢iame koordinates
>  subs(%,%%);

]

3vbHyl 25zl 5yl 25zl 5yl 5z1 25yl
ﬂ_wo( Vb 1z +\fy)2_180( Vo +\[y)(\f:r B \fy)
5 5 5 5 5 5 5
5x1 25yl
el 2w,
5 5
> expand (%) ;
3‘[%—2259512:0
Gauname kanonine parabolés lygti
> h/225;
1
@—MQ:O

375

2  Antros eilés pavirsiai

plots ir plottols pakety pagalba, naudodami funkcija implicitplot3d
gavaizduokime kai kuriuos antros eilés sukimosi pavirgius

Error, ¢.°¢

> with(plots);

unexpected

[animate, animate3d, animatecurve, arrow, changecoords, complexplot, complexplot3d,
conformal, conformal3d, contourplot, contourplot3d, coordplot, coordplot3d,
densityplot, display, dualazisplot, fieldplot, fieldplot3d, gradplot, gradplot3d,
implicitplot, implicitplot3d, inequal, interactive, interactiveparams, intersectplot,
listcontplot, listcontplot3d, listdensityplot, listplot, listplot3d, loglogplot, logplot,
matrizplot, multiple, odeplot, pareto, plotcompare, pointplot, pointplot3d,
polarplot, polygonplot, polygonplot3d, polyhedra supported, polyhedraplot,
rootlocus, semilogplot, setcolors, setoptions, setoptions3d, spacecurve,
sparsematrizplot, surfdata, textplot, textplot3d, tubeplot]

> with(plottools);

[are, arrow, circle, cone, cuboid, curve, cutin, cutout, cylinder, disk, dodecahedron,
ellipse, ellipticArc, hemisphere, hexahedron, homothety, hyperbola, icosahedron,
line, octahedron, parallelepiped, pieslice, point, polygon, project, rectangle,

reflect, rotate, scale, semitorus, sphere, stellate, tetrahedron, torus, transform,
translate]



1. Sukimosi elipsoidas
> implicitplot3d(x~2/4~2+y~2/3°2+z"~2/372=1,x=-4..4
> ing=constrained, style=patch, axes=boxed);

,y=-3..3,z=-3..3,scal

2 7
I
VIR A
-2 VANV i
R -Z;/ -4
-3 -2

2. Sukimosi paraboloidas
> implicitplot3d(z=x"2/4+y~2/4,x=-4..4,y=-4..4,2=0
> ined, style=patch, axes=boxed);

..3,scaling=unconstra

3. Sukimosi hiperboloidas.



> implicitplot3d(x~2/5~2+y~2/56°2-z"2/2"2=-1,x=-10..10,y=-10..10,z=-7..7
> ,scaling=unconstrained, style=patch, axes=boxed,
> orientation=[10,60]);

4. Kugis.

> implicitplot3d(2xz~2=x"2+y~2,x=-10..10,y=-10..10,z=-7..7,scaling=unco
> nstrained, style=patch, axes=boxed, orientation=[20,45]);




3 Uzdaviniai

1. Raskite kanonines kreiviy 2522 — 20z y + 50z +40y? — 20y — 11 =0 ir
4 2? +34xy — 2842 +29y% — 308y + 804 = 0 lygtis.

2. Nubrézkite dvisakj sukimosi paraboloida ir cilindra.
3. Nubrézkite elipsoida, kurio centras taske (1,2,3), o aSys atitinkamai lygios

2,3.4.

4. Dviejy ir trijy kintamyjy kvadratinés formos

n kintamyjy x1,x2 .... xn kvadratine forma vadiname reigkinj:
Q( x1, x2, ... , xn ) = sum(aij*xi*xj, i,j=1..n),
(aij = aji),i,j = 1,...,n

Akivaizdu, kad kvadratiné forma vienareikSmiskai apibréziama simetriska
(aij = aji) matrica
A—(aij), ij=1..n.
Matricos simetriskumo salyga galime uzrasyti tokiu pavidalu:

alj = (aij + aji)/2,

Jel x pazymésime vektoriy x=(x1, x2, ... ,xn), o x’ - jo transponuotaji
vektoriy, tai kvadratine forma galime uzraSyti taip:
Q( x) = xX’Ax,

ia simbolis &* Zymi matricy daugyba. Arba

Q(x) — (x.Ax),

Cia skliaustai reiskia juose esanciy dviejy vektoriy: x ir A&*x skaliarine
sandauga.

Simetriska matrica A diagonalizuoja ortogonalioji matrica P, t.y. tokia
kad jos atvirkstiné matrica lygi jos pacios transponuotajai matricai:

P'P=E,

kurE - vienetiné matrica. Taigi, jei pazymésime DA matricos A
diagonalizuotaja matrica (t.y. jos Zordano forma), tai

DA=P’AP,



0 matricos
D—(dij), i=1..n,
elementai, kurie néra pagrindinéje jstrizainéje, lygus nuliui:
dij=o, i=/j.

Tiesigkai transformuojant erdve matricos P pagalba: x=Py, kur
y=(y1,y2,...,yn), kvadratiné forma Q(x) jgyja diagonalinj pavidala DQ(y):

DQ(y):=y'DAy=(y,DAy).

Tada, suprantama, ji lygi:

DQ(y)=sum(dii*yi~2); i=1..n,
ir dalis démeny Sioje sumoje gali buti lygus nuliui.

Nenuliniy démeny diagonaliniame (kanoniniame) kvadratinés formos Q(X)
pavidale DQ(y) skai¢ius vadinamas kvadratinés formos Q(X) rangu.
Teigiamy démeny skai¢ius vadinamas formos signatura. Forma Q(X)
vadinama teigiamai (neigiamai) apibrézta , jei visi matriccos DA
elementai teigiami (neigiami). Kitais atvejais sakome, kad Q(X) yra
neapibrézto Zenklo kvadratiné forma.

Taigi, kadangi
(x,Ax)=Q(x)=DQ(y)=(y,DAy), jeix=Py,

teigiamas formosQ(X) apibréztumas reiskia, kad bet kokiam nenuliniam
vektoriui x skaliariné sandauga

(x,Ax)

nelygi 0.

> restart;

> with(linalg): with(plots): with(plottools):

1. Tarkim, turime dviejy kintamyjy kvadratine forma Q(x)= 3*x[1]| "2
- 2%x[2] 72 -12%x([1]*x[2]:

> Q:=3*x[1]"2-2%x[2]~2-12*x[1]*x[2] ;X:=[x[1],x[2]]; N:=nops(X);

Q=322 —229% — 1221 29
X = [z1, x9]
N :=2



Sudarome 8itos kvadratinés formos matrica:
> A:= matrix(2,2,[[3,-6],[-6,-2]11);
3 —6
A= [ 6 -9 ]
Rasime jos tikrinius vektorius x ir tikrines reik8mes A (tenkinancius
lygti Ax = Ax)
> lambda;

A
> Tikrinis_vektorius := [eigenvectors(A)];
-3 3
Tikrinis _vektorius := [[7, 1, {{2, 1} H, [-6, 1, {[1, 2] M

Normuojame tikrinius vektorius (pakei¢iame juos lygiagreciais pradiniams
vienetinio ilgio vektoriais) normalize komanda :

> vl normalize(Tikrinis_vektorius[1] [3][1]);
> v2 := normalize(Tikrinis_vektorius([2][3]1[1]);

. l_?n/ﬁ\/l \/ﬁﬂl

o

26 7 13

13 26

augment komandos pagalba konstruojame matricag P, kuri diagonalizuoja
A:
> PA := augment(vl,v2);

C3VI3V4  V13V4

o l\/ﬁﬂ 3\/ﬁ\/1]

A 2% 13
V13V4A 3134
13 2

Tada P’AP=DA:
> DA := simplify(evalm(transpose(PA) &* A &* PA));
70 }

DA::{O _6

Isitikiname, kad PA - ortogonali matrica:
> evalm(transpose (PA)&*PA) :simplify (%) ;

o 1]

Randame diagonalizuotaja kvadratine forma;:
> Y:=[y[1]1,y[2]]1;

Y = [y1, yo
> DQ:=evalm(transpose(Y)&*DA&*Y) ;



DQ :=Ty* = 6y

signatura lygi 1. Patikrinkime, ar keitinys X=PAY kanonizuoja kvadratine
forma Q:

Akivaizdu, kad kvadratiné forma yra neapibréZto Zenklo, jos rangas 2, o
>  evalm(X=PA&*Y);

3 1 1 3
1, 29 = _%\/ﬁﬂyl‘i‘ﬁ\/ﬂ}ﬂy% Ev13\/1y1+%\/ﬁ\/1y2
>

K:=[seq(x[k]l=rhs (%) [k] ,k=1. .nops(X))];
K :=[r

>  subs(K,Q) :expand (%)

>

3 1 1 3
*%mﬂy1+ﬁ\/ﬁ\/ﬁzy2, Iziﬁv13ﬂy1+%mﬂy2}

Ty1? — 6yy?
Naudodami implicitplot nubrézkime ir palyginkime kreives Q = 1 ir DQ
=1:
>

implicitplot(Q=1,x[1]=-2..2,x[2]=-2..2,scaling=constrained);

127
\ 4
\\
x[2] 1
A R

‘( x[1]

_1{ \\

\\

1
24 |

implicitplot(DQ=1,y[1]=-

2,y[2]=-2..2,scaling=constrained) ;



Tokiu budu galime jsivaizduoti kaip tiesiné transformacija X = P&*Y
paveikeé erdve.

2. Tarkime, jog turime trijy kintamyjy kvadratine forma:
> restart:with(linalg):
> Qe=x[1]-2+x[2]~2+6xx[3]~2-6*x [1]*x [2] -2%x [1]*x [3]+2xx [2] *x [3] ;

Q=212 +22+523%2 — 62129 — 221 23 + 229 T3

Pazymime kintamuosius
> indets(Q) :X:=sort(convert(%,list)) ;N:=nops(%);
X = [JU17 T2, xS}
N :=3

ir randame kvadratinés formos matrica A:
> A := hessian(Q/2,X);

1 -3 -1
A== -3 1 1
-1 1 )

Kadangi simetriné matrica A diagonalizuojama, jos diagonalusis pavidalas
sutampa su jos Zordano pavidalu. Todél galime kvadratinés formos matri-
cos A diagonaliojo pavidalo DA ir diagonalizuojanciosios matricos P ieskoti
naudodami jordan komanda:

> DA := jordan(A,R);



-2 0 0
DA = 0 3 0
0 0 6

Jei mums reikia tik kanoninio kvadratinés formos Q pavidalo, ji galime gauti
taip:
> Y:=[yl|(1..nops(X))];evalm(transpose(Y)&*DA&*Y) ;
Y= [y, y2, y3]
—2y12 4+ 3y22 4+ 6y3°2
Jei mums reikia kvadratinés formos kintamuyjy keitinio, kuris kanonizuoja
forma, randame diagonalizuojan¢ia matrica R:

> print(R);

1 1 1
2 3 %
1 -1 -1
2 3 6
1 -1
0 3 3

Naudodami col komandg iSskiriame matricos R vektorius-stulpelius:
> v:=[col(R,1..N)];

._[110 1 -11 1;1;1}
Tl 0333 60 6 3

GramSchmidt ir normalize komandomis randame ortonormuotaja vektoriy
erdveés baze:

> GramSchmidt(v,normalized);
[ 995 |25

27 2" 3

37 373 6 6 3

ir i§ bazeés vektoriy sudarome ortogonaliaja matrica P:
> P:=transpose(matrix(N,N,%)) ;orthog(P);

[ v2 VB Ve
2 3 6
p=| V2 V3 V6
2 3 6
o V3 V6
i 3 3

true

Apibréziame keitinio kintamuosius



K =

Epla T2, 1'3] =

[71

> Y:=[yl|(1..nops(X))];
Y=yl y2, y3]

ir apibréziame keitinj K=PY:
>  evalm(X=P&*Y) ;

2 3 6 2 3 6 3
> K:=[seq(x[n]=rhs(%) [n],n=1..N)];

V2yl  VBy2  V6y3 V2yl  V3y2 V6ys3

 V3y2

T2 3

Isitikiname, kad &is keitinys kanonizuoja kvadratine forma Q:
> simplify(subs(K,Q));

—2y1% + 3922 + 693>

Sitaip galime rasti teoriskai bet kokio kintamyjy skai¢iaus kvadratin és formos

kanoninj pavidalg.

3. Raskime kvadratinés formos diagonalinj pavidala Lagranzo
metodu.

> restart:with(linalg) :with(student):

Tarkime, kad musy kvadratiné forma tokia:
> Q:=3%x1"2+3%x272+3%x372-2%x1*x2-2*xxX1*x3+2*xX2%x3;

Q:=3214+3222+323% —2a1 22 —2x1 28 + 222 23

completesquare komanda isskiriame kvadratinéje formoje pilna kvadrata
kintamojo x1 atzvilgiu:
> completesquare(Q,x1);

z2 23 8222 41223 8132
1_7_72
3(z 3 3) + 3 + 3 + 3

Darome ta patj likusioje kvadratinés formos dalyje kintamojo x2 atzvilgiu:
> op(1,%)+completesquare (%-op(1,%),x2);

z3 |,
3(:101—%_%)2 8(IQ+I) b 3?
3 3 3 2

Naujieji kvadratinés formos kintamieji - pilnyjy kvadraty pagrindai:

\/§y1+\/§y2+\@y3 V2yl  VBy2 V6y3 V3y2 V6y3

3

V6 y3

3 - - T Z

3

}



> indets(%,anything~2);
> A{yl=op(1,%[1]),y2=0p(1,%[2]),y3=0p(1,%[31)};
> K:=solve(%,{xl1(1..3)});

3 z2 3
32 9 2 71— TN\ 2
{23%, (@2 + ), (ol =5 = 5)%}
3 2 x8
1= — Doy =al - 2 2
{y z3, y2 x2+4,y3 z 3 3}
1 2 1
K::{a:l:y3+%+%7x2:y2—%,x3:y1}

Pakeite kintamuosius randame kanoninj kvadratinés formos pavidala:
> subs(K,Q):simplify (%) ;
5yl 8y2?
Y + Y

2
3y3° + 5 3

Pavyzdys formos, kurios rangas mazesnis uz jos kintamuyjy skaiciy
> A3:=matrix(3,3,[1,2,3,2,0,2,3,2,5]);

1 2 3
A3 =12 0 2
3 2 5

\Y

X:=([x,y,2z]1);
X =z, y, 7]
> Q3(X) :=expand(evalm(transpose (X)&*A3&*X)) ;
Q3([x, y, 2]) i=a® +day+6x2+4yz+52°
> DQ3:=jordan(A3,P);
0 0 0
DR3:=| 0 3—+v21 0
0 0 3++v21

> print(P);
i 1 V21 N 1 7\/21 1
3 42 3 42 3
1 V2l 1 V211
3 14 6 14 6
-1 V2l 1 V21 1
L 3 21 6 21 6

Kvadratinés formos kanoninis pavidalas:
> X1:=([x1,y1,z1]1);
X1 :=z1, yl, 21]
> multiply(transpose(X1),DQ3,X1);

y1% (3 —v21) + 21% (3 + V/21)



Matome, kad jos rangas lygus 2.

UZdaviniai.

1. Duota kvadratiné forma 322 — 242 + 15 22 — 65 2z. Raskite jos kanoninj
pavidala, ranga, signatura. UzraSykite diagonaline matrica ir ortogonalia
diagonalizuojanciag matrica. Patikrinkite jos ortogonaluma. Nustatykite
kvadratinés formos apibr éztuma. Isitikinkite diagonalizuojancios
transformacijos pasirinkimo teisingumu

2. Tg patj padarykite su kvadratine forma
Q = 741‘12 +2CE22 - 53’]32 +2.’E1 ) 73.%1 I3 +5.’£2£C3.

3. Sukonstruokite kvadratine forma, kurios rangas mazesnis uz kintamyjy
skai¢iy. Nubrézkite kreives (pavirsius), kuriy taskuose kvadratiné forma jgyja
pastovias reikSmes.



