0.1. BENDROSIOS SAVOKOS

0.1. Bendrosios sgvokos

0.1.1. Diferencialinés lygtys su mazuoju parametru

F (az("),x("fl),...,x’,x,t; E) =0,
z(t;e) € C™(T), T C [0,400), 0 < & < &g
F (x(”)(t; 6),x(”_1)(t;5),...,x'(t;g),x(t; e),t; z-:) =0,

xy(t) = sliquo x(t;e)

F (x(()n),x(()nfl), e ,xg,:co,t;O) =0
0.1 apibrézimas. Uzdavinys vadinamas reguliariuoju, jei

lim sup |z(t;e) — zo(t)| =0
e=+0er

Priesingu atveju uzdavinys vadinamas singuliariuoju.
0.1 pavyzdys. (zr. 1 pav.)

ex' +x =35, v(0;¢) = 1.

1 pav. Pasienio sluoksnis

w(s;e) =(1+e)e s +s5—¢



0.2 pavyzdys. Pakeiskime 0.1.1. pavyzdzio kintamuosius:
t="2, a(sie) = y(t:e).
€

Tada
d_a:_l@ s=c¢t
ds e dt’ =

ir gauname:
y +y=ct, y(0;e) = 1.

Tikslusis 0.2 pavyzdzio sprendinys yra
ytie)=et4e(et+t-1).

Artinys y(t;e) ~ e~! taikytinas tik kai et < 1 ir netinka, jei et = O(1).
Turintys daugiklius et asimptotiniy skeidiniy nariai vadinami sekuliariazi-
siais.

0.1.2. Antrosios eilés lygtys

2 =f (a:/,x,t; E) .
Antrosios eilés silpnai netiesinés lygtys
a(t)a” +b(t)a" +c(t)x =c f (2,2, t;¢) .
Diufingo lygtis
Yy +y+ey=0.
0.1.3. Tiesioginio skleidimo metodas
Nagrinésime diferencialine lygtj
2 trx=cf (a:’,:z:,t;g). (1)
Asimptotinio sprendinio ieSkome pavidalu
w(te) =xg (t) +exqy (t) +2ag(t) +--- (2)
Istatome (2) i (1) ir prilyginame koeficientus prie vienodu ¢ laipsniu:
x4z = 0,
af +ay = Fy = f(xg, 2, ;0),

! / /
.fCQ +.’L‘2 = F2 (xo,mo,ml,wl,t) yoos
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0.1 pratimas. ISreiksti funkcija F,.
0.3 pavyzdys. Tiesinis osciliatorius su slopinimu
2 +x+ex =0.
w(te) = wo(t) + ey (t) + e wy(t) + & ag(t) + -
zy +xy =0,
T+ x, = -1, 4, n=12,...
zo(t) = CVsint 4+ CYcost = acos (t + ¢).
o +xy = —acos (t+ @),
t
z, (t) = Cf sint + C3 cost + % sin (t + ¢).
0.2 pratimas. Raskite z, (t).
0.4 pavyzdys. Konstruojame Diufingo lygties
"+ +ed=0
tiesioginj asimptotinj skleidinj.
w(te) = xo(t) + ey (t) + O (£7),
(zg+ex +O (52))3 = 2g 4+ 3c2f (v, + O (%)) + 32y (2, + O (52))2 =
0 1 = Tg 0 \T1 0 1 =
xy + 3e gz, + O (7).
zy +xo =0,
o + 1+ x5 =0,
zo(t) = CYsint 4+ CY cost = acos (t + ¢),
3
o + a1 = —a®cos® (t + @) = _az (3cos (t+ ¢) + cos (3t + 3¢p)) .

1. 1 3a3t . a’
x, (t)=Cjisint+ Cycost — Tsm(t—ﬂp) + ﬁcos(St—l—&p).

0.5 pavyzdys. Savaiminiai virpesiai (svyravimai su susizadinimu)

x//+$+€<$1_é (1:1)3):0



0.6 pavyzdys. Kvadratiniai ir kubiniai netiesiSkumai

"+t ar+pB2°=0

Nagrinéjami mazos amplitudés svyravimai:
z(tie) =exq (t) +2ay(t) +---
0.7 pavyzdys. Priverstiniai svyravimai
2 +r+te (:L‘3 +au') = Acos (wt).
0.8 pavyzdys. Daugiadazniai suzadinimai
2" +z+¢e(2® +au) = A cos (w t) + A,y cos (wy t).

0.9 pavyzdys. Matjé lygtis

2" +x+ecos(wt)xr =0.
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0.2. Keliy masteliy metodas
Metodo idéja — ieskoti sprendinio pavidalu
.1‘(@5) = X (TO7T17 e ,Tm;g) =

m—1
"X, (T, Ty, ..., T,) + O (T,,) .
k=0

Cia, T); — skirtingi laiko ¢ masteliai:
Tozt, Tl :Et, T2:€2t, T3:€3t,

Diferencijavimo taisyklé:

d_ 0 0 50
dt 0T, 0T} oT,

0.2.1. Dviejuy masteliy metodas

Pazymékime ,,1étaji“ laika 7 = ¢ ir nagrinésime funkcija
y(t;e) =Y (¢, 7). Tada
dy oY oY
at — ot ' or’
d’y 9%V 0’y  ,0%Y
— = + 2¢ +e€ .
a2 0%t T ot %t

0.10 pavyzdys. Tiesinis osciliatorius su slopinimu
y' +y+ey =0.

y(t§ E) = Y(t7 T, E) = }/O(tv T) + E}q(tv T) +oe
82}/0 82}/1 82}/0
a2 o T o0,

Funkcijai Y| (¢, 7) rasti gauname lygtj

oY,
+%+EY1+58—;+"':O'

%Y,

o2z =0

kurios bendrasis sprendinys yra

Yy (t,7) = a(7) cos(t + ¢ (7)).



Sudarome lygtj funkcijai Y; (¢, 7) ieskoti:

—82}/1 +Y, = 282YO _ % =

ot Totor ot
—2 (—d'sin(t + ) — acos(t +¥)¢') + asin(t + ).

Norédami panaikinti sekuliariuosius narius turime pareikalauti

2a’sin(t + ¢) + asin(t + ),
2acos(t + Y)Y’ = 0.

Taigi ¢(7) = ¢ — const, a' = —3a, a(r) = Ce™ 7 ir todél
Yy(t,7) = Ce™2 cos(t +1).
0.3 pratimas. Raskite funkcija Y;.
0.11 pavyzdys. Diufingo lygtis
Y +y+eyd =0.

y(t;e) =Y (t,1,e) =Yy(t, 1) +eYi(t, )+ -

>’Y, Y, Y, 5
52 g +258taT+Yo+s}q+s(Yo) +---=0.
Lygties
%Y,
0 4+Y, =0

ot?
bendrasis sprendinys
Yy (t,7) = Cy (1) e + Cy (1) e ™.
Funkcijai Y] (¢, 7) rasti sprendziame lygtj

%Y,
e Th=?

PYy
Sl — (o) =

—2i (C(')eit - Uz)e—it) - (Cg’e?’it + 3C2Che™ + 3006(2)6_# + 636_3“) .

Asimptotinis skleidinys neturés sekuliariyjy nariy, kai e’ ir e=% koeficientai
lygus nuliui. Taigi

2iC}) + 3C3Cy = 0,

2iC}, — 3C,Ch = 0.
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Pazyméje Cy(1) = a(r) + ib(7), turime

i(a’ + i) 4+ 3(a + ib)?(a — ib) = 0,

i(a —ib') — 3(a+ib)(a — ib)? = 0.

IS ¢ia gauname

Todél a(r) = Ccos (wT + ), b(r) = Csin(wr +¢), wC = 3C3. Saknis
C = 0 neleidzia rasti bendrojo sprendinio. Asimptotinj skleidinj gauname,
kai C' =+ %‘*’ Taigi

27’
Cy(r) = LCe T
ir

2
Y, (t,7) = £2C cos <t+ %T'ﬁ‘l/})

arba
3a?
Y, (t,7) = acos t—i-?T-i-w .

0.2.2. Trijy masteliy metodas

0.12 pavyzdys. Lygtis su kvadratiniais ir kubiniais netiesiSkumais
Y +y+ay®+ By’ =0.

y(tie) = ey, (t,7,T) + 2ya(t, 7, T) + -+, T =ct, T =&t

dy
7 Yu + &%y, + Y + Yoy + %oy H e Yor + -
Py 92 3 93 9 4 95 6
q2 Y T2 Y T Y1 T2 Yo 12 oy TE Yo F2E Yo HE Yot

Yy +y1 =0,
Yo + Yo = —2Y1,, — O3,

Yar + Y3 = —Y1irr — 2010 — 2Yarr — 204199 — BUi-

y(t,7,T) = C(1,T)e + C(r,T)e ™.



Yigr = 1 (C’Teit - UTe_it) .

Y = C%e* 4+ CC + Cle2it,
Skleidinys neturés sekuliariuju nariy, jei C; = 0 arba C' = C(T'). Tada
yé’tt + Yy = —« <C2€2it + C’U + 626_2#)

ir Sios lygties atskirasis sprendinys yra

_a
3

Funkcijos y, daliné isvestiné y,,. = 0. Taigi

Yo (0262“ + UQe‘%t) —28CC.

Yyt + Ys = Ae®t + Ae™ — 94 (A'eit — Z/e_“) —
—2« (% (AZeM + 22672#) — 204AZ> . (Aeit + Zeiit) —

-0 (A?’ei?’t +3A% A" + 3AA et + Z3e_i3t)

Skleidinys neturés sekuliariyjy nariy, kai

—2%A + ((4 — ;) a? — 35) ATA =0.

Lygties sprendinio ieskome pavidalu
A(T) = a(T)e™™)
Turime
A = (d + iab) e
Todél
3

, 10 .
—2i (a’ +iab') ™ + (—oz2 — 36) ale®® =0

IS ¢ia gauname
10
—2id’ =0, 2ab + <§a2 - 3ﬁ> a® =0

Taigi
§a2 — §5> a*T + by

a(T) = a— const, b(T) = — <3 5



0.2. KELIU MASTELIU METODAS

ir
y (6, T) = ae'e® + ae e = 2acos (t + bt) =

5 9 3.\ o
2 — | za”— = T =
a cos <t <3a 25) a —|—b0>
- 3 5 -
acos <t + (gﬂ — Eoﬂ) a’e’t + b0>

0.2.3. Metodo modifikavimas — skleidimas
pagal du kintamuosius

0.13 pavyzdys.
' +ey' +y=0

Asimptotinis skleidinys ieskomas tokiu pavidalu:
y = yo(r,n) +eyy(r,m) + *ya(1,m) + -+
T=ct, n= (14w, +wg + -+ Mwy) t
Paimsime M = 2. Tada
Y =eyo, +(1+ 52“’2)901; +--

Y = ey, +2e(1+ E2w2)yonr +(1+ 52“’2)23/07777 +o

Gauname ‘ ‘
Yogn + Y0 =0, yo = A(7)e" + A(r)e™™"
Antroji lygtis:
ylnn + Y1 = _QyOTT] - yn

ISvestineés: ' 4
Yo, =1 (Ae™ — Ae ")

Your =1 (A'e”’ - Z/e_i">
Sekuliariyjy nariy naikinimas:

—2iA —iA=0, —2i4 —iA=0

SR

Gauname A(7) = A(7) = ae” 2.
Trecioji lygtis:

y27m + Yo + 2w2y07m + 2:1/7—77 + Yrr + yln + Yor = 0
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Gauname

. »
Yo =ae” 2 (e +e ")
Naikiname sekuliariuosius narius:

—% — 2wp(—a) — (—g) =0, w=—2

Taigi
T 1
Yy = ae 2 cos <t — §€2t + gO)

0.3. Linstedto — Puankaré metodas
(A.Lindstedt, H.Poincaré)

0.14 pavyzdys. Diufingo lygtis
YV +y+ey’ =0
Metodo idéja — kintamuyjy keitinys:
y(t;e) = Y(zie) = Yo(2) + eYi(2) + €Yo (2) + -+

z:wt7 ’w:]_—|-€/w1+€2/w2+...

ISvestinés:
y/ — wyl’ y// — w2y//

Gauname lygtj:
WY +Y +eY? =0

s (1+ew + 2wy + - ) (Y + YV + Y4+ ) +
FYo+ eV + Vot te(Yo+eYi+Yo+---) =0
Taigi
Yy +Yy=0
Y/ +Y) = -Y3 - 2u Yy
Turime

Yo(z) = Ce”® + Ce™ = acos(z + ¢)
3

Ye = a®cos® (2 + ) = — (3cos(z 4 @) + cos 3(z + ¢))

a
4



0.3. LINSTEDTO — PUANKARE METODAS(A.LINDSTEDT, H.POINCARE)11

Yy = —acos(z + )

Naikiname sekuliariuosius narius:

3a3
e cos(z + ) + 2wiacos(z + ) =0

IS cia

3a’et
y(t;e) =~ acos | t+ 3 +¢

0.15 pavyzdys. Tiesinis osciliatorius
y' +y+ey =0
WY +Y +eY' =0
Yy +Yy=0
V' +Y1=-Y) - 2wl =
= —iCe” +iCe " 4+ 2uy (Ceiz +6e*”)

Gauname wy = 5 ir w; = —5. Taigi sekuliariyjy nariy panaikinti nepavyks-

ta ir todél metodas neleidzia sukonstruoti tolygiai tinkamos ilgajame laiko
intervale t € [0, 0] (%)] asimptotikos.

0.16 pavyzdys. Lygtis su kvadratiniais ir kubiniais netiesiSkumais
y' +y+ay’ + 6y’ =0
y(t;e) = eYi(2) + e*Ya(z) + - -
(1+5w1 +52w2+---)2 (sz/—i—sQYQ’/—i—---) +

a (eY1(2) + 2a(2) +---)" + B (eVi(2) + 2Ya(2) +---)° =0

Gauname
}/1// + Yl — 0

Yy + Yy = —2w V! — Y

Sekuliariyjy nariy nebus, jei w; = 0. Taigi y(t;¢) = ea cos(t + ).
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0.4. Vidurkinimo metodas

0.4.1. Kintamuyjuy variacija
0.17 pavyzdys. Diufingo lygtis
y'+y +ey’ =0
Kai € = 0, bendrasis sprendinys
y(t) = acos (t + ¢)
Pastebékime, kad

y'(t) = —asin (t + @) (3)

Tarkime, kad y(t;e) = a(t;e)cos (t + p(t;e)) ir pareikalaukime, kad
y'(t;€) buty lygi (3) reiskiniui.
Gauname
a’ cos (t+ ) —ay'sin (t + ) =0 (4)

Tada

y" = —a'sin (t+ ) — acos (t + ©) — ay cos (t + ¢)
ir jstate y” | Diufingo lygt] turime
—a'sin (t + @) — ay’ cos (t + @) = —ea® cos® (t + ) (5)

Sprendziame (4), (5) sistema Kramerio metodu:

cos(t+¢) —acos(t+ )

b= ‘ —sin(t+¢) —acos(t+¢) ‘ -
Dy — 0 —acos (t + ¢) D, | cos (t+ ) 0
V7 —eaBcos® (t+¢) —acos(t+¢) |’ —sin (t +¢) —ea?cos® (t + ¢)
D D
a = = = ea® cos® (t+p)sin(t+p), ¢ = 22 = ca?cos? (t+¢) (6)

D D

0.4.2. Vidurkinimas
ft) = Z fre™

keZz
kt

t ei
| rds =i+ S 15
0 k0
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Jo={(f)=_lm /f

T—+o00 T
Nagrinésime lygtj
o' =ef(z,t) (7)
ir ieskosime jos asimptotinio skleidinio tokiu pavidalu
x(tye) = xo(1) +exy(,t) + -+, T=¢t

Skleidinys neturés sekuliariyjy nariy, jei

d
1;1077_(7—)=<f>— lim / f(xg,s)

T—+oco T

Raskime (6) sistemos asimptotinj sprendinj vidurkinimo metodu:

1 1
dil(T) _ CL3 <S1H(t + S0) COS(t + §0)> — (13 <Z sin Q(t —+ gp) —+ g sm4(t + §0)> =0
T
d 2 3a?
92(7) = a? (cos*(t + ) = % (3+4cos2(t + @) + cosA(t + ¢)) = %
=

Taigi a(r) = a — const, p(1) = 22

3a’ct
x(t;e) = acos | t+ 3 + ¥o

0.18 pavyzdys. Tiesinis osciliatorius
y'+ey +y=0,y0) =1, y(0)=0
Ieskome sprendinio x(t;€) = a(t; ) cos(t + p(t;€)) iS sistemos
a’ cos(t + ) — ay'sin(t +¢) =0
a’sin(t + ) + ay’ cos(t + ) = —easin(t + @)
Taigi
a' = —casin® (t + @), ¢ = —esin (t + @) cos (t + )

ir gauname

da(t a
d(T) =—a <sin2 (t+¢)) = D)
dgzg—v-) = —(sin(t+¢)cos(t+¢)) =0

Arba ,
y(t;e) mae 2 cos(t+ o), a=1, =0

T.y. y(t;e) = e~ cost



14

Asimptotikos analizé

y(t;e) = e~ cos < 1— (%)2 t) ,

e 1
Y(t;e) = e~ 7 cost, t =

9

2 pav. Tikslusis sprendinys ir jo asimptotinis artinys

€ y Y ly = Y] o
0.1 | —0.5130098 | —0.5089226 | 0.0040872 | 4.1-10~2
0.01 | 0.5226385 | 0.5230228 | 0.0003843 | 3.8 1072
0.001 | 0.3411628 | 0.3411002 | 0.0000626 | 6.3 - 102
0.0001 | —0.5775137 | —0.5775114 | 0.0000023 | 2.3 - 102




0.5. DIUFINGO LYGTIS SU ZADINIMU

0.5.

0.5.1.

Keliy

Diufingo lygtis su zadinimu
Rezonansinis atvejis

Y +y+e(y®+ acost) =0

masteliy metodas
y(tie) =y (1,t) tey (1, 0) +---, T=¢t
Yo = Yor + € (Yor +y1e) + O (%)
Yo = Yore + € (290m + ¥) + O (%)

Yo + Yo =0 \
Yl +yp + 290 + (yy)” +acost =0

Yo (1,1) = C(T)eit + 6(7’)67%
Yore = 1C et — iCle

y/ftt + Yq + 27 (C'eit — 6/€_it) +

+C3e3 4+ 30%Ce" + 30626_# + 636_3it + % (eit +e

Naikiname sekuliariuosius narius:

2iC"e" + 30%Ce™ + %eit =0

—9iC et + 36206_it + %e_it =0

Sprendinio ieskome tokiu pavidalu

Tada

C(r) = a(r)e™)

C(r) = a(T)efib(T)
C'(1) = (d' +iab') e

Istatome Siuos reiskinius j lygtj:

27 (a/ +iab/) +3a® + % =0

Gauname

a =0, —Qb'a+3a3+%20

—it) =0

15
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Vidurkinimo metodas
y(t;e) = a(t;e) cos(t + o(t;€))
a’ cos(t + ¢) — ay’ sin(t + ¢) =0
y = —asin(t + ¢)
y" = —ad'sin(t + @) — a(l + ¢') cos(t + )
—a’sin(t + @) — ay’ cos(t + ) + e(a® cos®(t + ) + acost) = 0
( cos(t +¢)  —asin(t + ¢) ) < a ) B < 0 )
—asin(t +¢) —acos(t+ ) ¢ )\ —e(a®cosd(t + ¢) + acost)

Spendziame tiesiniy lygciy sistema

d = esin(t + ¢) (a® cos(t + ¢) + acost)

¢ = e (a? cos(t + ¢) + 2 cos? t)
0.5.2. Artimas rezonansui atvejis

Y +y+e(y® +acos((1+oe)t) =0
Perrasome lygti
Y +y +e(y® + a(costcos(or) — sintsin(or))) =0

Kartojame keliy masteliy pertvarkius:

Yl 4y + 200 + (0)? + a (cost cos(or) — sintsin(or)) = 0

1
26+ i) + 307 + 5 (cosor) ~ L sinton)) =0

i
a'(t) = =5 sin(oT)
V(1) = 3a® + £ cos(oT)

0.4 pratimas. Isnagrinékite atvejj, kai w =~ 3

y"—i—y—l—s(y?’—l—acos(wt)) =0
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0.6. Vidurkinimo metodo pagrindimas

Nagrinésime silpnai netiesine sistema, uzrasyta standartine forma

dx; )

E—sf (t,xy,...,x,), j=1,2,...,n (8)
Tarkime, kad funkcijos f;(t,z) (z = (z,2,,...,2,)) yra tolydziai diferen-
cijuojamos ir periodinés pagal ¢:

fi (t+2m,2) = f; (z,1) (9)

1) =Y fi(z)e™

ir

keZ
Pazymeékime
— gt f (@)
Fy = max max o om
J=120m a; <z < by 1Ly 0Ty

ay < Ty < by
<b

My yeney M
Fd = max F(k pern)
0<m, <d,..0<m,, <d 7

Pareikalaukime eiluciy
(e} [ee]
Fo+> Fi+> Fil,, d=0,1 (10)
k=1 k=1
konvergavimo.

Uzrasykime (8) sistemos suvidurkintg sistema

dzx ; _ _ .
d—;:€<fj(x1>"'>xn)>vj:1>27"'7n (11)

<f9 :TLHJrrlooT/th$

Spresime (8) ir (11) sistemas, esant toms pa¢ioms pradinéms salygoms:

)|,y =T (e)|,_y =2} i=1,2,....,n (12)
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0.1 teorema. Tarkime, kad
1) uzdaviniai (8), (12) ir (11), (12), kai ¢ € [0, 2] turi sprendinius «
Z, (j=1,2,...,n)

70
a; <z;(t;e) <bj, a; <T;(te) < by

2) galioja (9) periodiskumo salyga;
3) [;(t,x) tolydziai diferencijuojamos ir(10) eilutés konverguoja.
Tada egzistuoja tokia teigiama konstanta C, kad

Vt € [0, E] max ‘a:j (t;e) —m; (t; e)| < Ce (13)
g 7=12,...n

Irodymas. 1s (9) periodiskumo salygos, gauname

21

() =55 [ HtT =0 (2).

0

Turime jvertj

|z (t;) =T (te)| =€

[ =) 4 -

t .
€ 2:04 Fiw ((s1€)) €™ ds| <

k0
L [Fate)| + [£elwo)]
S|k [ | <o L
ik 0 ‘k’|
k0 k0
1 b & 8fj]€d1‘m
— L
+€]§0\k| /()n;axm at

Pastebéje, kad 2, = O(¢), gauname

FO=2max ) Fjy, F'=--
k+#£0
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0.19 pavyzdys.

d

d—:: =exsint, x(0) =1

Tikslusis sprendinys

l‘(t; 6) — efscost
Suvidurkintoji lygtis

dx

—=0,70)=1

=0, 7(0)

Taigi T(t;e) = 1 ir

g2 cos? t g3 cos? ¢t

‘e_”‘m—l‘: —ecost + 5 - 5 4+l <e

0.20 pavyzdys.

d
d—f = exsin®t, z(0) = 1.

Tikslusis sprendinys

Suvidurkintoji lygtis

dT T
e F0) =1
o =<5 2(0)
Jos sprendinys
T(t;e) = e
Turime
=) _eF| =T (14 0()).

0.7. Daugiadazniai svyravimai

0.7.1. Rezonansai ir mazieji vardikliai
Y +y = +a, coswit + ay coswyt + £y,

wl#L w27é1
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MazZojo parametro metodas

y(yie) = yo (1) +eyy (1) + 2y (1) +---
' =yo +eyl +etys + -
Yo (1) = Agcos (t + ¢g) + Co1 cos wit + Sp1 sinw;t + Cpa cos wyt + Sp2 sinw; t
a

a
Coi = —L1—, So1 =0, Cop = —2—, So1 =0
01 1— w% 01 02 1— w% 01

Wty =y5 =
= A2 cos® (t + @) + CZ) cos? wyt + CZy cos? wyt+
+2A0Co1 cos (t + ;) cos w t+2A0Cha cos (t + @) cos wyt+2CH Coa cos wyt cos wyt =

Aj Ct Cth
=5 (14 cos(t+¢y)) + - (14 coswyt) + - (14 coswyt) +

+A0Co1 (cos ((1 + wy)t + ¢g) + cos (1 —wy)t + ¢g)) +
+A40C02 (cos (1 4 wy)t + @) + cos ((1 — wy)t +¢y)) +
+C1Co2 (cos ((wg + wq)t) + cos ((wy — wy)t))
Tarkime, kad

wy #£2, wy #£2, wy Twy # £l

_ A3+ C
2

02
yp (1) + 024 4 Aytcos (t + @q) + A1g coswyt + Ajg cos wyt+

+B11 cos ((1 4+ wy)t + @) + Cr1cos (1 — wy)t + ¢g) +
+Big cos ((1 + wy)t + ¢g) + Cracos (1 — wy)t + ¢g) +
D1 cos ((wy + wy)t) + Eq cos ((wy — wy)t)

AyC AyC
By = — oCor o = 0Co1
wy (24 wy) wy (2 —wy)
B AoCos  ACop2
o= Wa (2+ W2)7 Cro = Wo (2 - WQ)
D — Co1Co2
! (1—-w; —wy) (1+w; +w,y)
B = Co1Co2

(1 —w; +wy) (T +w; —wy)
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0.7.2. Keliy masteliy metodas
y(t;e) = yo (1,t) +eyy (1, 8) + 2yy (1,8) + -+
Y" = you + € (2y0er + Ylw) +O (52)

Atvejis w; +w, =~ 1
Yorr + Yo = @ coswyt + ay cos woyt
Y + Y1+ 2y0ir = Yo
yo (1,t) = Ao (1) cos (t + @o(T)) + A1 coswyt + Apa cos wyt
Aop =

a; ag

— Ay =
PR 02 D)
1—wy 1 —wj

Yt +y1 = Ad cos® (t + @o) + Ad) cos® wyt + AF, cos® wot+
+2A0Ap1 cos (t + @p) coswyt + 2A0Aga cos (t + @) cos wyt+
+2Am Aoz cos wit cos wyt — 2 (—Afsin (t + o) — Ao cos (E+ ¢o))

cos w1t cos wat = % (cos (wy + wy) t + cos (wy — wy) t)
Pazymékime w; + w; =14 0¢, 0 = O(1), 0 # o(1).
cos (wy + wy) t = cos(t + oet) = cos(t + o7) = costcosoT —sintsinor
cos(t + o) = cost cos g — sint sin g

sin(t + o) = sint cos pg + cos t sin g

Uzrasome sekuliariyjy nariy naikinimo salyga

Ag1Agg cosoT — 2A6 sin g + 2A0<p6 cos g = 0,
—Ap1Age sinot + 2A6 Cos g + 2A0g06 sin g = 0

Sprendziame (14) sistema:

AnA
Ay (r) = =5 sin(o7 + o)
_ Ao Ao

Ph(r) = e cos(oT + )

Turime

Ap1Ao2

/:O = — A =
0 aSOO(T) oT, Ao 20
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Atvejis w) —wy ~ 1
w —wy=140e, 0 =0(1), 0 #0(1)

cos (wy —wy) t = cos(t + oT)

0.7.3. Vidurkinimo metodas
y" +y = a; cosw;t + a, coswqt + ey?

Kaie=0
y(t) = acos(t + ¢) + Ay cosw;t + Ag coswyt

I$vestine
Y (t) = —asin(t + @) — Ajw; sinwyt — Ayw, sinwyt (15)
Sprendinio ieskome tokiu pavidalu
y(t;e) = a(t;e) cos(t + ¢(t;€))
ir reikalaujame, kad y/(¢;e) buty lygi (15) reiskiniui. Kadangi
y'(t;e) = a’ cos(t + o) — a(l + @) cos(t + ) — Ajw; sinwyt — Agws sin wyt,

gauname
a’ cos(t+ ) —ay'sin(t+ ) =0 (16)

ir todél
y'(t;€) = —a'sin(t+¢)— (1+¢") cos(t+¢) — Ajwi cos(t+p) — Asw3 cos(t+¢)
Istatome $§j reiskinj j diferencialing lygt;j:
—a’sin(t + @) — ay’ cos(t + ) = eF(t,a, ) (17)
Cia pazyméta
F(t,a,p) = a® cos*(t + ¢) + aj cos® wit + a3 cos wat+
+2aA; cos(t + ) coswit + 2aAs cos(t + @) coswat + 2A1 Ay cos wyt cos wat

Is (16), (17) gauname

d = —eF(t,a,p)sin(t + ¢), ¢ = —=F(t,a,)cos(t + )
a
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0.8. Pasienio sluoksnis
Nagrinésime krastinj uzdavinj su mazuoju teigiamu parametru
ey’ + (1 — 52) y + (1 - 5)2 y=0, (18)
y(0) = a, y(1) = 6.
Nesutrukdytoji lygtis
y' +y=0

yra pirmosios eilés ir bendruoju atveju viena is krastiniy salygy negalioja.
Bendrasis nesutrukdytosios lygties sprendinys

y(z) =Ce "
Tarkime, kad
y(1) = Ce' = p.
Tada Be! ir asimptotinis artinys
y(z) = Bl . (19)
Taigi bendruoju atveju
y(0) = Be! # a.

0.8.1. Tikslusis sprendinys
Sudarome (18) charakteristing lygti

N+ (1+eH) N+ (1-e)”=0.
Pastebéje, kad
N+ (1+eH)A+1—-e)l=(eA+1-¢) M +1-¢),

gauname jos Saknis

A1 :—é—l—l, Ay =—1+¢.
Bendrasis sprendinys
y(z;€) = Cre” =% 4 Cpe2tee,
IS krastiniy salygy gauname

Ci+0y =«
Cle_é-i—l + 026—1-1—8 =0
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Sprendziame tiesiniy lygciy sistema Kramerio metodu:

1
aete g B —ae =t
Cy =

o= =7 pTae s
1 9y 1 *
6714»5 _ 6*;4’1 671+8 _ e*g‘i’l

Taigi tikslusis krastinio uzdavinio sprendinys

(ae™t+e — B)e et 4 (ﬁ — a€*§+1) e-ter

y(z;e) = prTv—— (20)

3 pav. (20) ir asimptotika (19); a =0, f =1

Tiksliojo sprendinio analizé

Nagrinésime (20) reiskinj, kai o = 0, 8 = 1. Pastebéje, kad (¢ > 0)
(Vn > 0) e = o(e"),

gauname

2+ —T+ex
—e "7 +e
y(z;e) =~ e ) (21)
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Kai z > x, > 0, turime e~ = = o(c"). Taigi intervale = € [z,,1] i§ (21)
gauname (19)) asimptotika

0 I S
Yy (.1‘) - 6_1 e
Taciau, kai € > 0 (21) reiskinys turi riba:
; co) — co) — 1- —
i%y(xag) - y(O,E) - 0 7é € I‘IZO =€

Matome, kad
lim lim y(x;¢) # lim lim y(x £).

z—0e—0 e—0z2—0
Tai ir paaiskina pasienio sluoksnio atsiradimo priezast;.
Skirtingy masteliy jtakos tyrimas
Pazymeékime
x
n=-.
€

Kintamajj n vadinsime vidiniu, o z - iSoriniu. Tada x = en ir i§ (21)
gauname vidine asimptotika

v =1 (22)

Pazymékime tarpinj kintamajj
¢ = %
Tada z = /&€ ir perrasome (21) formule:
(1—f§+—+ ) (1+evec+---).
IS ¢ia gauname tarping asimptotika

yt(x):e<1—x+%2> (23)

Paveiksle parodyti jos ir tiksliojo sprendinio grafikai.
Perrasome (21) reiskinj

2 2.2
e<1—5+%—---> <—e§ex+ex <1+E$+ETx+--->>.
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25

159

[

4 pav. (20) ir asimptotika (22); ¢ = 0.05

Fiksuojame kintamajj x ir skleidziame pagal € — iSorinis skleidinys:
(") =e+ee(l—&) +--

Tai yra iSorinio skleidinio vidiné asimptotika.
Fiksuojame £ ir gauname vidining asimptotika:

y=e(l—z)—e(l+x)e = +ee (1—6_5) +--
Fiksuojant x, gauname vidinés asimptotikos iSorinj skleidinj:
N x
(v') =e+ee(l— g)—i-
Gauname asimptotiniy skleidiniy suauginimo principa:
0\¢ i\ O
(v") = ()

Vidinio skleidinio iSorinis skleidinys sutampa su iSorinio skleidinio
vidiniu skleidiniu




0.9. KELIU MASTELIU METODAS

5 pav. (20) ir asimptotika (23)

0.9. Keliy masteliy metodas
(18) lygties asimptotinio sprendinio ieSkome tokiu pavidalu

x
€

y(x;e) =yo (n,z) +eyy (@) +---,

Diferencijuojame (24) reiskinj:

oy 1
%:y0$+gy0n+€ylx+yln+”'

2

Istatome Siuos reiskinius j (18) lygti:

0%y - 1 2 1
e\ gz = Youw T 3o T ZYorn T EWrae T 2Wran T Yy T

1
yOx+gy0n+Ey1x+yln+"'+

0%y 1 2
922 = Yoo 2Vom + Yoan T Yiaa + Wiy + gy o

27

(24)
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1
e’ (yOx + Yoy + Y1z + U1y +---+> +

ot eyt =2 (o tey ) et (Yo tey +o0) =0
Prilyginame koeficientus prie vienody € laipsniy
5_1 : y07m + yOn =0
" Yigy + Y1y = ~2Y0mn — Yoo — Yo
IS ¢ia gauname
Yo (n,x) = A(z) — B(z)e™
Yo, = A — Ble™"
Yone = B'e™"
Taigi
Yigy + Y1y = (B=B) e = (A+ 4)
Antrosios (50) lygties atskirasis sprendinys

y (n,z) = — (A/ + A) n+ (B’ — B) ne "

Kai vidinis kintamasis 7 — 400, gausime, kad ey, néra mazas dydis. Todeél,
norédami sukonstruoti tolygiai tinkamg asimptotika, reikalaujame

A'+A=0,B-B=0
IS ¢ia

A(z) = ae™®, B(x) = be”
Krastinés salygos:

A(0)+B(0) =a+b=a, A1)+ B(l)e = =8
Taigi A(1) =ae ! =3, B(1) =be,a =e€3,b=a—efir
yo=efe “ + (a—ef)e’e "

Gavome asimptotinj artinj

y(z;e) =~ Bel =T 4+ (a —ef3) e et
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0.10. Asimptotiniy skleidiniy suaginimas
Nesutrukdytoji (18) lygtis (t. y., kai e = 0):
y +y=0

Darome prielaida, kad pasienio sluoksnis yra taske x = 0 ir sprendziame
lygti esant pradinei salygai y(1) = 5. Tada
y(x) = pe! ™"
Pasienio sluoksniui aproksimuoti ieskome skleidinio pavidalu y* (). Istato-
me j (18):
1

i L i
56—2(3/):;”—1—(1—52)g(y);7+(1—5)2y =0

Prilyginame e~! koeficienta nuliui:
(v"),, + (v), =0
Sios lygties bendrasis sprendinys
y'=a+be "
Konstruojame skleidinj pagal jSorinj kintamajj x:
(yi)o —a+be =
IS krastinés salygos x = 0 gauname
y'(0)=a+b=a,

t.y. b=a—a.
Kai z > 0 ir ¢ — 0, gauname (yi)o = qa ir taikome skleidiniy suaginimo
principa
(v') =a=(y°) = Be
Taigi gavome skleidinius

=0l 4y = Bet (a— Pe)es 4

Dabar konstruosime suauginta y° ir 3 skleidini:

="+ — () =" +y - ()"
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Pastebékime, kad y® suderintas ir su vidiniu, ir su jsoriniu skleidiniu:

0\0 i\ O 0\ ¢ 0
)"+ )" - ("))

yo 4 (yi)o . (yo)i _ yo

)" = =

Analogiskai ‘ ‘
W) =y
Taigi gauname asimptotinj skleidinj

x

y(z;e) = Be' ™ + (a — Be) e =

Pastebékime, kad keliy masteliy skleidinyje buvo e e te,

0.10.1.

Skaitinis eksperimentas

y(t;e) — tikslusis sprendinys, a = 3 =1

z

Y (z;6) = Be! ™ + (a — fe) e <

e=0.1
x y v ly = Y] L
0.001 | 1.01086842 | 1.014380267 | 0.35 1072 | 0.35 10~
0.01 | 1.10362337 | 1.13646878 | 0.33 107! 0.33
0.1 | 1.65470250 | 1.82748255 0.17 1.73
0.5 | 1.552375121 | 1.63714358 | 0.85 107! 0.85
0.9 | 1.09392826 | 1.10495887 | 0.11 107! 0.11
0.99 | 1.00902528 | 1.00996395 | 0.94 1073 | 0.94 102
e = 0.01
z y Y y—-v| |1
0.001 | 1.15674818 | 1.16079921 | 0.41 10~2 | 0.41
0.01 | 2.03629939 | 2.05911391 | 0.23 1071 | 2.28
0.1 | 2.43748114 | 2.45952510 | 0.22 10! | 2.20
0.5 | 1.64049824 | 1.64872127 | 0.82 10~2 | 0.82
0.9 | 1.10406630 | 1.10517092 | 0.11 10~2 | 0.11
0.99 | 1.00994917 | 1.01005017 | 0.10 1073 | 0.10
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2.2

18-

161

14+

1.2+

6 pav. (tikslusis sprendinys y(x;¢) ir asimptotika Y (z;¢)

e =0.001

x y Y ly Y] —
0.001 | 2.08110092 | 2.08344435 | 0.23 102 2.34
0.01 | 2.68849280 | 2.69115646 | 0.27 102 2.66
0.1 2.45739046 | 2.45960311 | 0.22 102 2.21
0.5 1.64789712 | 1.64872127 | 0.82 103 0.82
0.9 1.10506041 | 1.10517092 | 0.11 1073 0.11
0.99 | 1.01004007 | 1.01005018 | 0.10 10~* | 0.10 10~*

e = 0.0001
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z y Y -yl |
0.001 | 2.71521556 | 2.71548690 | 0.27 103 2.71
0.01 | 2.69096805 | 2.69123447 | 0.27 1073 2.66

0.1 2.45938176 | 2.45960311 | 0.22 1073 2.21
0.5 1.64863884 | 1.64872127 | 0.82 1074 0.82
0.9 1.10515987 | 1.10517092 | 0.11 10~ 0.11
0.99 | 1.01004916 | 1.01005017 | 0.10 10=° | 0.10 10~*

¢ = 0.00001

z y Y -y | P
0.001 | 2.71553778 | 2.71556491 | 0.27 10~ 2.71
0.01 | 2.69120783 | 2.69123447 | 0.27 10~* 2.66
0.1 2.45958097 | 2.45960311 | 0.22 10~* 2.21
0.5 | 1.64871303 | 1.64872127 | 0.82 1077 0.82
0.9 1.10516981 | 1.10517092 | 0.11 1073 0.11
0.99 | 1.01005007 | 1.01005017 | 0.10 10=% | 0.10 10~*

0.10.2. Lygtis su kintamais koeficientais

Spresime krastini uzdavinj

Tada

Arba

ey —(2x+ 1)y +2y=0

y(0) =, y(1) =4

Konstruojame tesioginj skleidinj mazojo parametro ¢ laipsniais:

y(zie) =y (z) +eyy (@) + - -

— 2+ 1)y, +2y, =0

dyy _

dx

%
20 + 1

Sios lygties bendrasis sprendinys yra

yo (2) = C(2 +1)
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Darome prielaida, kad pasienio sluoksnis yra taske z = 0. Tada y, (1) =
3C=p1iry,(x) = g(Qx—i—l).
Pazymeékime vidinj (pasienio sluoksnio) kintamajj

7726—1,

Parametra v rasime véliau. IeSkome vidinio skleidinio pasienio sluoksnyje:

1 ; " 1 ) , .
e (V' (), — 2e"n+1) 5 (v (), + 2y =0
Norédami rasti pagrindinj skleidinio narj, reikalaujame 1 — 2v = —v arba
v = 1. Tada ‘ ‘
Yy~ Yn =0

ir ' (n) = A + Be". I8 pirmosios krastinés salygos gauname A + B = «a ir
konstruojame skleidinj pagal iSorinj kintamajj x:

Y'=A+(A—a)e:

Matome, kad negalime isskleisti reiskinio ¢ laipsniais ir suaginimo metodas
neleidzia sukonstruoti asimptotinio skleidinio. Taigi turime suabiejoti dél
prielaidos, kad pasienio sluoksnis yra taske z = 0 teisingumo.

Darome prielaida, kad pasienio sluoksnis yra taske x = 1. Tada y, (z) =
a(2z + 1). Apibrézkime vidinj (pasienio sluoksnio) kintamajj

1—=z
’[7:

EV
Vidiniam skleidiniui konstruoti gauname lygtj

1 . "

e (4 )y — (20 =) 1) 5

7 / i __
= W' m),+2' =0

Gauname v =1 ir
Y + 39 = 0
Todeél
y' () = /63’7 dn = A — Be™™"

IS antrosios krastinés salygos z = 1 (n = 0) gauname A — B = « ir konst-
ruojame isorinj skeidinj

1 =A—(A—q) e 2(1-2)

y' ()],
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Kai z > 0, gauname (yi)o = A. Konsruojame skleidinio g vidinj skleidinj
Yo (#)|peq—cy = @(2(1 —en) + 1) = 3o — 2ean

Turime (yo)i = 3a ir taikome skleidiniy suaginimo principa

Taigi A = 3« ir suaugintas sskleidinys

v =gty — () =a@z+1)+ (8- 3a)e 070



0.11. LYGTYS PRIKLAUSANCIOS NUO DIDELIO PARAMETRO 35

0.11. Lygtys priklausancios nuo didelio parametro

Nagrinésime antrosios eilés lygti
y" +p(z, Ny +q(z,\)y = 0. (27)

Cia X didelis teigiamas parametras.

0.11.1. Antrosios eilés lygciy pervarkiai

Parodysime, kad (27) lygti galima pertvarkyti j pavidala, kai koeficientas
p = 0. Kei¢iame kintamajj

Tada
y = Pu+Pu, y' = P'u+ 2P + Pu".
Istatome Siuos reiskinius j (27) lygti:
P"u+ 2P + Pu" + pP'u+ Pu' + qPu=0

Pareikalaukime
2P + pP =0, (28)

arba P = ¢~3/Pdz,
Taigi (27) perrasome tokiu pavidalu

v’ 4+ au = 0. (29)

/

Cia:q—%pQ—%p.
Lygtis su létai kintanciu koeficientu

Nagrinéjame lygtj
Y 4 alr)y =0, 7=t
a(t)y =0, T = et.
12 Y

Keiciame kintamajj t = Z. Tada

dy _dydr _ dy dy _ ,d%y

=—=— =¢c—, =c
dt  dr dt dr’ dt? dr?
ir lygtis perrasoma taip

d?y
€2 72 +a(r)y=0
Arba )
d7y 9 _ 1
72 + XNa(t)y=0, A= =
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0.11.2. WKB artinys
Wentzel-Kramers—Brillouin (WKB) metodas

Nagrinésime lygtj su dideliu parametru A:

1 1
ﬁ?/” ThY 5y = 0.

Sprendinio ieskome tokiu pavidalu

1
A

1

y(xa A) = e)\G(L)\)u G= GO + AZ

G1+ G2+

Turime

y/ _ /\G/€>\G7 y// _ ()\2G/2 + )\G”) eAG'

Istatome reiskinius j lygtj:

1 2 1 1 1
<G6+XG/1+---) —I—ql—i—X(Gg—l—XG’{—i—-“)—l-ﬁqQ:O.
Arba
1
G62+QI+X(2G6 1+ Gy 4+ =0
Gauname
G62+q1:07

Gy +2GLGY = 0.
Tarkime, kad ¢; () # 0, kai x € [a,b]. Tada

a — +i,/q;, kai ¢; >0,
0 +/—¢q, kai ¢; <0,
ir . ‘
Gy = +i [ \/q; dx, kal. q, >0,
+ [ /=q; dz, kai ¢; <O.

Sprendziame antra lygti:

Gl/ 1 ,
G =5g; ~ 3 nC0)

arba
Gy () = —In \ /Gy (a)

(30)

(31)
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Taigi
Gz, \) = +i [ g de — 5 (InvE +In ¢qp) + - kai ¢, > 0,
T 2 VEade — 3 (InVET+In =¢;) + -+ kai g <0.

Pastebékime, kad

=z bty Inz=w, z=¢".

Pavyzdziui,
In(+i) = igz’, In(—1) = 7i.

Kadangi

eA(GO—i—%Gl—’—) = eAGO . e%GQ . —

1 1
AGy+G
e o 1.<1_|_XG’2_|_O<E>>...7

gauname

Y, \) ~ % (cl cos <)\/\/q—1d3:> 4 Cysin (A/mdx»,

kai ¢;(x) > 0. Priesingu atveju

1
y(z, A) =~ = (Cle)\f —nde +CQ€)\I —q dx) .

0.21 pavyzdys.

Y+ N2 (1+x)*y = 0.

N; 12 : 12
Y~ m(Clcos)\<x+2:1:>+C’2s1n/\<:1:+2x >>
)

dy(0; A
Pateiksime, skaic¢iavimo rezultatus, kai y(0;\) = 1, y(d’ -
x

cos )\(er%xQ)

Yo(z; M) = itz
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A=5
r=01|2z=02|2=05 |zz=07|z2z=1.0
Y 0.8217 | 0.4035 —0.8205 | 0.0303 | 0.2263
Y, | 0.8251 | 0.4141 —0.8164 | 0.0967 | 0.2451
A =50
r=01|2z=02|2=05]2=07 |zz=1.0
Y 0.4888 | 0.0051 | 0.8056 | —0.7607 | 0.6526
Y, | 0.4883 | 0.0040 | 0.8053 | —0.7609 | 0.6518
A =500
=01 |2=02 |2=05 |x=07]z=1.0
Y —0.5874 | —0.9120 | —0.0720 | 0.2336 | —0.4718
Y, | —0.5874 | —0.9120 | —0.0721 | 0.2337 | —0.4716




