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Anotacija. Nagrin¢jamas dvimaéiy ir trimaciy objekty mazesnés dimensijos reprezentacijy konstravimo
uzdavinys. Trumpai aptariami naujausi pasiekimai taikymo srityse, tokiose kaip medicina, kompiuteriné grafika ir kt.
Supazindinama su svarbiausiomis savokomis ir apibréZimais, naudojamais literatiiroje. Aprasomi skelety tipai ir
svarbiausiosios jy savybés, Voronojaus ir Euklido atstumy skeletavimo metodai, skirti skeleto gavimui. Pateikiami ir
aptariami rezultatai, gauti dvimaciams objektams pritaikius kelis skirtingus skeletavimo algoritmus. Analizuojamas
matematinis modelis, skeleto vir$tiniy atstumy apskai¢iavimui.

Reik§miniai ZodZiai: skeletavimas, centriné daugdara, Voronojaus diagramos, ploninimas, kreivinis
/geometrinis skeletas, mazesnés dimensijos reprezentacija, genéjimo algoritmas.

Ivadas

Objekto mazesnés dimensijos reprezentacija — viena i§ daugelio savoky, naudojamy literatiiroje,
ivardijan¢iy skeletg. Pirma karta skeleto sgvoka, kaip ploninimo proceso rezultata pristat¢é H. Blumas, 1964
metais. Literattiroje taip pat naudojami terminai kaip centriné asis (angl. Medial axis) ar centriné daugdara.

Skaitmeniniy objekty skeletavimas ir jo istorija yra tokia pat sena kaip ir skaitmeniniy vaizdy analizé.
Skeletavimo tikslas yra sumazinti dvimatj pavienj objekto vaizdg iki vienmacio linijinio skeleto, i$saugojancio
objekto topologijg ir geometrine informacijg (Borgefors 1999).

Skeleto i§skyrimo uzdaviniy pritaikymas tapo labai svarbus daugelyje mokslo sri¢iy.

Medicinoje naudojamas biomedicinos vaizdy analizéje, kompiuterinéje echoskopijoje ir kt. Prie Sios
srities inovatyvumo prisideda ir Vilniaus Gedimino technikos universiteto elektronikos sistemy katedros ir
matematinio modeliavimo katedros darbuotojai, bendradarbiaujantys su medicinos institucijomis, tarptautinéje
programoje ,,Eureka“ jgyvendino projekta ,Zmogaus galvos kraujagysliy aneurizmos srities analizé
angiogramose. Projekte gauti virtualiy kraujagysliy skeletai, parinkta metodika virtualiy aneurizmy
lokalizacijos radimui, pasirinktas biidas aneurizmos srities pavirSiaus apraSymui bei aneurizmos srities
geometriniy matmeny apskai¢iavimui. Taip pat rengiamas projektas ,,Desiniojo Sirdies skilvelio rekonstrukcija i$
dvimaciy echokardiografijos vaizdy”, kurio tarpinis tikslas — centriné skilvelio daugdara.

Kompiuteringje grafikoje taikomas trimaciy animaciniy personazy judesiy karimui, raSmeny atpazinimuli,
kompiuteringje navigacijoje.

Daznai skeletas naudojamas tiesiog kaip kompaktiska informacijos saugojimo forma.

Skelety tipai ir ju savybés

Skeletai pagal ypatybes skirstomi j du tipus — geometrinius ir kreivinis.

Geometrinis skeletas kitaip dar vadinamas Blumo skeletu tikraja n-mat¢ objekto forma sumazina tik viena
dimensija, 0 skeletas apibréziamas kaip taskai p, kurie turi maZiausiai du kra$tinius taSkus a ir b, minimaliu
atstumu nutolusius nuo p (1 pav.).

Taskai a ir b yra vadinami ypatingaisiais p taskais. Taip pat gali baiti vadinami kontaktiniais taskais.

Atstumas tarp skeleto tasko ir jo ypatingyjy tasky gali biiti saugomas kartu su skeletu, nes jis leidzia
tikrosios formos rekonstrukcija i§ skeleto. Tokia struktiira yra vadinama skeletu arba viduriniosios aSies
transformacija. Svarbi skeleto transformacijos savybé yra jo vienatis: kiekviena forma turi vienintele skeleto
transformacija.



1.pav. Geometrinis skeletas

Kreivinis skeletas yra jungi kreiviy aibé ir gali biti matomas kaip formos vaizdavimas Sakomis (angl.
stickfiger). Kreiviniai skeletai neturi pla¢iai naudojamo apibrézimo, bet juos galima apras$yti kaip apjungty
centriniy linijy (vienmaté linija, atitinkanti objekto atSakos centra ir iSsaugojanti jos topologija) aibe.

Kreiviniai skeletai daznai turi daug geometrinio skeleto savybiy, taciau pagrindiné jy ypatybé yra ta, kad
kreivinis skeletas susideda tik i§ vienmadiy kreiviy, o ne dvimaciy pavirsiaus komponenciy (Rosenfeld 2005).

a b
2. pav. Objekto geometrinis (a) ir kreivinis (b) skeletai

Trys svarbiausios savybés, kuriomis turi pasizyméti skeletas:

Centriskumas — objekte skeletas yra lokaliai centruotas. Centravimas yra reikalingas tiksliai objekto
rekonstrukcijai. Kartais centriSkumas apibréZziamas taip, kad objekto skeletas privalo bati centrinés aSies poaibiu.
Zinoma, vien tokios salygos nepakanka centrikumui apibadinti. Skeleto centriskuma galima jsivaizduoti taip:
jei statmename skelete krypc¢iai objekto pjiivyje, nubréZztume daug spinduliy jungianciy skeleto taska su objekto
kontiiru vienoje tieséje esanciy spinduliy ilgiai privaléty sutapti (Rokicki 2010).

Homotopiskumas — objekto topologijos iSsaugojimas. Jeigu figlirg sudaro tik viena jungi komponenté, tai
homotopija reiskia, kad ir skeletas sudarytas i§ vienos jungios komponentés (t.y. objektas ir jo skeletas turi
vienoda atSaky , tuneliy ir kiaurymiy kiekj).

Plonumas — kreiviniams skeletams galime reikalauti, kad skeletas biity vienmatis, iSskyrus i$siSakojimo
vietas. Geometriniams skeletams - skeletas yra plonas autentiS§kos formos atvaizdavimas, tai yra, jis turi viena
dimensija maziau nei tikrasis objektas. Trimatéms formoms ir taskams, kuriuose susitinka $akos ir juostos (angl.
sheets) apibrézti plonumg néra trivialu. Daznai yra sakoma, kad plonumo savybé prieStarauja
rekonstruojamumui. Vietoj to, kad reikalautume plonumo visur, galime reikalauti, kad skeletas baty 1-vokselio
storumo, tik kai tai neprieStarauja rekonstruojamumo savybei (Rosenfeld 2005).

Skelety tipy papildomy savybiy priklausomybé pavaizduota 1 lenteléje.

1. Lentelé. Papildomos objekty skelety savybés

. . . Geometrinis Kreivinis
Papildomos objektu skelety savybés skeletas skeletas
Daugiaskalis atvaizdavimas (skirtingy strukttiry vaizdavimas skirtingose @ 0
skalése)
Efektyvus skaiciavimas (efektyvus laiko ir atminties (kompiuterio) ® 0
prasme)
Glotnumas( antrosios iSvestinés tolydumas kiekviename skeleto taske) 0 @
Lengvas jgyvendinimas (paprastas skeletavimo metodo jgyvendinimas) ® O
Matomumas (kiekvienas krasto taskas yra matomas i$ skeleto tasko) O )
Mazgy aptikimas O ®
Robustiskumas (angl. Robustness) (Atsparumas ,,triukSmui‘) ® O

@ - Pasizymi papildomomis savybémis;
O - nepasizymi papildomomis savybémis;



Skeletavimo algoritmai

Yra sukurta daug skeleto iSskyrimo algoritmy. Algoritmus, jgyvendinancius skeletavimag, galima
suskirstyti j tokias grupes (zinoma tai néra vienintelis klasifikavimo biidas (Zitkevicius 2007)):

Iteratyvaus ploninimo. Ploninimo proceso metu skaitmeninés formos suploninamos, i$laikant jy
topologija. Ploninimo metodai egzistuoja tiek kreiviniams tiek geometriniams skeletams. Pagrindinis Sios grupés
algoritmy principas yra paprastyjy tasky indentifikavimas ir naikinimas. Paprastojo tasko panaikinimas nejtakoja
objekto topologijos. Ploninimo iteracijos atlickamos tol, kol objekte nelieka paprastyjy tasky. Pagrindinis Siy
algoritmy privalumas yra greitis, nes paprastojo tasko nustatymui pakanka iSnagrinéti jo 3x3 kaimynyste
(3.pav.). Pagrindiné $iy algoritmy grupés problema yra galtiniy nuésdinimas (todél jvedamos papildomos salygos
joms i§saugoti).
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3. pav. Paprastojo tasko 3x3 kaimynysté

Geometriniai metodai dazniausiai naudojami tokiais atvejais kai objekto pavirSius pateikiamas naudojant
issklaidyty tasku aibe arba pavirSiaus tinklg. Sie taskai panaudojami Voronojaus diagramos konstravimui, t.y.
Voronojaus lasteliy suktirimui. Voronojaus diagrama - pavadinta Georgo Voronoi garbei - ypatinga metrinés
erdvés, apibréztos atstumais iki nurodytos diskrecios objekty erdvéje aibés, skaidymo rasis. Kiekviena
Voronojaus lastelés siena yra nutolusi vienodu atstumu nuo ja konstruojanciy tinklelio vir§iiniy ar tasky. Vidinés
Voronojaus briaunos gali biiti naudojamos geometrinio skeleto aproksimavimui. Norint i§skirti vienmatj skeleta
yra bitini papildomi ésdinimo zingsniai (Ogniewicz 1992).

Atstumy lauko metodai. Sudaromi kai kiekvienam O objekto P taskui yra priskiriama atstumo reik§mé iki
artimiausio B(O) pavirsiaus Q tasko:

d(P)peo = Mingeg(0)(d(P.Q)) 1)
¢ia d(P, Q) yra pasirinkta metrika.

Apskaiciavus atstumy laukg, bandoma nutiesti kelig per taSkus, kuriuose atstumas iki objekto riby yra
maksimalus. Biatent $ie taSkai ir atitinka objekto skeleta. Tasky apjungimas vykdomas taikant gradientine
paieska arba grafy teorija (ieSkant trumpiausio kelio tarp pasirinkty maksimumy). Daznai papildomai naudojami
ploninimo metodai. Kitas sprendimo biidas yra palikti tik nedidele tarpusavyje neapjungtu maksimaliai nutolusiy
nuo pavirSiaus ta§ku aibe ir po to juos i$ naujo apjunginéti (Rokicki 2010). Pagrindinis $iy algoritmy privalumas
yra tai, kad atstumu laukas yra greitai apskai¢iuojamas. Vienas i§ $iy metody — Euklido atstumy diagramos.
Siame metode skai¢iuojamas kiekvieno pikselio atstumas iki krasto ir bandoma isgauti skeleta, ieskant pikseliy
objekto centre; Sie pikseliai yra toliausiai nutole nuo centro. Atstumo kodavimas pagrjstas Euklido atstumu.
Deja, néra garantijos, kad rezultatas issaugos jungumga. (Daya 2008)

Rezultatai

Pagal anks¢iau straipsnyje aptartus skeletavimo algoritmus ir skelety savybes jvertiname algoritmy
kokybe ir efektyvuma.
Vertinant kokybe pasirinkome standartines geometrines figliras, nes intuityviai galime nuspéti teisinga
galinj rezultata, t.y. skeleta.
I§ gauty rezultaty (1. Lentelé) matome, kad gauti skeletai skiriasi:
-Ploninimo algoritmy gauti skeletai pasizymi galiiniy nuésdinimu;
- Voronojaus diagramy skeletai - pertekline informacija;
-Voronojaus diagramy su genéjimo algoritmy skeletai vaizduojami su svertinémis atSakomis;
-Euklido atstumy diagramos — nejungumy.



1. Lentelé. Standartiniy objekty skeletai
Binarinis
vaizdas

Skeletavilrg
metodai

Ploninimas

\Voronojaus
diagramos

Voronojaus
diagramos+
Gengjimo
algoritmas

Euklido
atstumy
diagramos

Algoritmy efektyvumg vertinsime pagal programy greitj (sekundémis) sprendziant skeleto isgavimo
uzdavinj. Pasirinkome trijy skirtingy dydziy paveikslélius (2. Lentelé).

2. Lentelé. Skeletavimo algoritmy realizacijos laikas

Zvaigzdé Zirafa Indénas
420x429(pikseliai) | 554x565(pikseliai) | 625x638(pikseliai)
Ploninimo algoritmas 3,4530 5,3250 8,4320
Voronojaus diagramos 2,1410 4,3590 3,8750
Voronojaus diagramos + 10,8440 22,3440 46,3280
Genéjimo algoritmas
Euklido atstumy diagramos 4,4220 2,5310 12,7500

Pagal gautus rezultatus matome, kad jy uzduoties jvykdymo laikas mazai skiriasi. Galima isskirti tik
Voronojaus diagramy su genéjimo algoritmy, tadiau tai pateisinama — dviejy algoritmy pritaikymu. Sj metoda
galima patobulinti, efektyvumo naudai.

Gave skaitmeninio objekto skeleta, galima jam sukonstruoti matematinj modeliavimo uzdavinj.
Pateikiame pavyzdj — dvimacio objekto skeleto atstumy tarp tasky skai¢iavimas.

Sukonstruotam dvimaé¢iam objektui (4 pav. a)) pritaike ploninimo algoritmg gavome vienmatj, i§skyrus
atSaky susijungimo taskus, skeleta (4 pav. b)). Siam skeletui sukonstravome 3aky ilgiy atstumy skaiiavimo
uzdavinj. Kadangi nekéléme reikalavimy judéjimo skeleto $akomis, krypciai, gauname simetring atstumy
matricg kaip rezultatg (4. Lentel¢). Taigi nesunkiai sukonstravome uzdavinj, kurj galime pritaikyti kompiuterinei
navigacijai.

a) b)
3. pav. a) Dvimatis sukonstruotas objektas b) Dvimacio objekto skeletas



4. Lentelé. Skeleto Saky atstumy rezultatai (pikseliais)

Sakos pradzios koordinatés
Mazgas Mazgas Mazgas Mazgas Mazgas Mazgas
(1.0 (1.1 (2.0) (2.1) (3.0 (3.1)

Mazgas
_§ (1.0) - 336 258 480 324 313
[
£ Mazgas )
-‘E (1.1) 336 78 300 144 133
E M(";Zg)as 258 78 : 222 66 55
2 .
g | Mazgas 480 300 222 : 178 167
< (2.1)
2 Mazgas
é (3.0) 324 144 66 178 - 11
55 Mazgas 1 1 167 11

(3.1) 313 33 55 6 -

Pateiksime trimaciy objekty skeletavimo pavyzdziy.
Trimaciams objektams — Kubui ir torui - pritaikytas Euklido atstumy diagramy skeletavimo algoritmas.
Programa realizuota programine jranga Matlab. Gautus rezultatus pavaizduojame 5. Lenteléje.

5. Lentelé. Trimaciy objekty skeletavimas
Trimatis objektas | Objektas ploninimo procese | Objekto skeletas
Trimatis toras

Trimatis kubas

Skeleto i§skyrimo problema i§ trimaciy objekty dar néra iki galo iSspresta. Tai aktualus $iy dieny
uzdavinys.

ISvados

Sukurta labai daug metody ir algoritmy iSgauti skaitmeninio objekto skeletui. Daugelis konstruojamy
skelety neatitinka visy jiems budingy savybiy, ta¢iau ir ne visuomet tai yra reikalaujama, priklauso nuo
uzdaviniui keliamy tiksly.

Straipsnyje aptarty skeletavimo algoritmy realizavimo laikas yra pakankamai vienodas ir trumpas, todél
galime teigti, kad Sie algoritmai yra efektyvas, o pasirinkti geriausia algoritma rekomenduojama, atsizvelgiant j
uzdaviniui keliamus reikalavimus:

1. Iteratyvaus ploninimo algoritmai tinka uzdaviniams, kuriy tikslas gauti greitai skelet, iSlaikantj
objekto topologija.

2. Geometrinio metody algoritmai efektyviausi kai skaitmeniniy objekty pavir$iai pateikiami naudojant
i§sklaidyty tasku aibe¢ arba pavirSiaus tinklg.

3. Atstumy lauko metody algoritmai tinkamiausi, greitam, bet nebiitinai jungiam, skelety gavimui.
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CONSTRUCTION OF LOW DIMENSION REPRESENTATION OF 2-D AND 3-D GEOMETRICAL
OBJECTS

L. Laukaityté
Summary

The problem of construction of the lower dimensions representations' extracted from the two-dimensional
and three-dimensional objects is presented. Recent developments in fields of application, such as medicine,
computer graphics, and others are briefly discussed. The main concepts and definitions are introduced. The types
and main features of skeletons are described. Skeletonization types, like Voronoi and Euclidean distances map,
used for the extraction of the skeleton, are discussed widely. Results, obtained by applying few different
skeletonization algorithms for the two-dimensional objects, are presented and discussed. The mathematical
model developed for calculation of the distance of the skeleton vertexes is analyzed.

Keywords: skeletonization, medial axis, Voronoi-diagram,thinning, curve/geometry skeleton, prunning method.
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TRANSPORTO UZDAVINIO SU
FIKSUOTOMIS ISLAIDOMIS SPRENDIMAS

Aida Vaiciulyté
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Anotacija. Straipsnyje nagrinéjamas euristinis transporto uzdavinio su fik-
suotomis i$laidomis sprendimo metodas, kuris susideda i§ Lagranzo relak-
sacijos, Saky ir réZiy metodo ir euristiky taikymo. Metodas pagrjstas ekvi-
valentaus pagrindiniam uzdaviniui, kuriame yra tik dalis visy kintamyjy
aibés, uzdavinio sprendimu. Algoritmas susideda i§ trijy daliy: pirmoje da-
lyje taikant LagranZo relaksacija arba Lagranzo dekompozicijg, randamas
apatinis rézis ir sumazinamas iSlaidy kintamyjy skai¢ius; antroje - panaudo-
jant pirmame Zingsnyje gautus rezultatus, sudaromas vienas arba keletas
uzdaviniy su mazesniu skai¢iumi kintamyjy; trecioje dalyje taikant standar-
tinj Saky ir réziy metoda pagerinamas antroje dalyje rastas geriausias spren-
dinys ir gaunamas galutinis sprendinys.

Ivadas

Literatiroje daug démesio skiriama standartinio transporto uz-
davinio sprendimo nagrinéjimui, taciau to negalima pasakyti apie
didelés apimties transporto uzdavinj su fiksuotomis islaidomis (toliau
— TUFI), kurio tikslas — rasti marSruty kombinacijas, kurios sumazi-
na bendrg kintamyjy skaiciy ir fiksuotas i$laidas, kol yra tenkinamas
kiekvieno tiekéjo ir gavejo pasitilos ir paklausos poreikis.

Nepaisant uzdavinio panasumo j standartinj transporto uzdavi-
nj, TUFT i$spresti yra sunkiau dél tikslo funkcijos netolydumo (jtrau-
kiamos netolydzios fiksuotos islaidos). Literatiiroje nagrin¢jami al-
goritmai, kurie sprendzia TUFI tiksliai arba apytiksliai. Hirsh ir
Dantzig (1968 m.) pirmieji pradéjo nagrinéti TUFI ir jrodé, kad Sio
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uzdavinio optimalus sprendinys egzistuoja leistiny sprendiniy srityje,
ir todél optimalaus sprendinio paieska apsiriboja §ios srities ekstre-
mumais. Dalis algoritmy tiek tiksliy, tiek euristiniy yra paremti Sia
savybe (pvz. lokalios paieskos metodai, Steinberg (1970 m.) ir Wal-
ker (1976 m.), absoliuciy tasky (angl. absoliute points) paieskos me-
todas, Adlakha ir Kowalski (1998), ,,Daugiau-uz-maziau“ (angl. Mo-
re-for-less) metodas, Adlakha, Kowalski, Vemuganti, Lev (2004)).
Kita dalis algoritmy yra paremti Lagranzo euristiky metodu, Wright
(2003), paieskos su draudimais procediira (angl. Tabu search heuris-
tic procedure), Sun (1998). Tiksliyjy algoritmy atzvilgiu TUFI
sprendimui labiausiai pritaikytas Saky ir réziy metodas. Taciau Sie
algoritmai néra daznai naudojami, iSskyrus mazos apimties uzdavi-
nius.

Straipsnyje nagrin¢jamas euristinis TUFI uzdavinio sprendimo
pritaikymas, kuris sujungia keleta metody ir padeda efektyviau rasti
optimaly TUFI sprendinj. Taigi sprendziamam uzdaviniui bus pritai-
kyta Lagranzo relaksacijos (Lagranzo dekompozicija), Saky ir réziy
metodas bei euristikos. Metodas yra pagristas ekvivalentaus pagrin-
diniam uzdaviniui, kuriame yra tik dalis visy kintamyjy aibés, spren-
dimu. Sprendimo algoritmas susideda i$ trijy daliy:

Pirmoje dalyje, taikant Lagranzo relaksacija arba Lagranzo de-
kompozicija, randamas apatinis rézis bei sumazinamas i$laidy kinta-
myjy skaiGius. Sioje dalyje neieskomas optimalus sprendinys, nes
uzdavinio forma yra per daug sudétinga.

Antroje dalyje 18 pries tai rasty iSlaidy kintamyjy bus sudaromas
vienas arba keletas uzdaviniy su tokia pacia struktiira kaip pirminio
uzdavinio, bet su maZesniu skai¢iumi kintamyjy. Siems uzdaviniams
dar kartg bus pritaikoma Lagranzo relaksacija arba Lagranzo dekom-
pozicija ir geriausias euristinis sprendinys i$saugomas. Sioje dalyje
sprendinys randamas tik taikant Lagranzo metodus.

Trecioje dalyje, taikant standartinj Saky ir réZiy metoda su ribotu
laiku antro zingsnio uzdaviniui, pagerinamas jau rastas geriausias
sprendinys, ir gaunamas galutinis sprendinys.



Uzdavinio matematinis modelis

Transporto uzdavinio su fiksuotomis iSlaidomis matematinis
modelis:
n

min f(x):{iZ(cijxij + fijyij)}, )
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iri=12,..m; j=12..n .
Ciauy =min{s,,d, |, kai i=12,..m; j=12..n;
i =1,2,..,m yra gamybos punktai;
j =12,..,n produkto vartotojai;
X;; - produkto kiekis, transportuojamas i§ i-tosios jmonés j-
tajam vartotojui;
C;; - kintamosios i§laidos produkto vienetui, transportuojamo is

i-tosios jmonés j-tajam vartotoju;.
S; - visas produkto kiekis esantis i-tajame gamybos punkte;
d ; - Visas produkto kiekis, reikalingas j-tajam vartotojui;
fij - pastovios iSlaidos, susijusios su jmongje i gaminamy pro-

dukty transportavimu. Tai gali biiti mokes¢iai uz transporto priemo-
niy nuoma, kelio mokesciai.



Lagranzo relaksacija

Sioje dalyje TUFI pritaikoma standartiné sveikojo programa-
vimo procediira — Lagranzo relaksacija. Metodo principas — supap-
rastinti uzdavinio sprendima, pasalinus vieng i§ apribojimy. Relak-
suoto uzdavinio sprendiniy aibé yra didesné uz pradinio uzdavinio
sprendiniy aibe, t.y. pradinio uzdavinio sprendiniy aibé yra relaksuo-
to uzdavinio sprendiniy aibés poaibis. Pagrindinis uzdavinio relaksa-
cijos tikslas — rasti tikslo funkcijos reik§més apatinj rézj. Virsutiniam
tikslo funkcijos reikSmés réziui rasti sprendziamas dualus uzdavinys
(Guignard 2003).

Lagranzo dekompozicija

Lagranzo dekompozicija yra atskiras Lagranzo relaksacijos at-
vejis, kuris naudojamas tuomet, kai uzdavinj galima skaidyti j keletg
uzdaviniy su bendrais kintamaisiais, bet kuriuos lengviau spresti ats-
kirai.

Antrojo etapo uzdavinys

Pirmame etape i$sprendus dualy uzdavinj Lagranzo relaksaci-

jos atveju gautas optimalus daugiklis A

ij » Lagranzo dekompozicijos

atveju - (4;, ;). Remiantis $iais daugikliais sukonstruojamas ma-
zesnés apimties uzdavinys, kuriame apibréziami galimi optimalaus
sprendinio kintamieji.
Islaidos porai (i,j) apibréziamos:
i = f —up Ay + F(cij +/’tij),

kur F - daugiklis skirtas kintamyjy ir fiksuoty islaidy kompensa-
vimui. 7 reik§mé yra esminé, kad pagrindinis uzdavinys bty efek-
tyvus ir turi biiti parinkta taip, kad uzdavinys bty i§sprendziamas ir
neturéty per daug kintamuyjy.

Nepaisant pasiekto sumazinimo tokios formos uzdavinys tiks-
liais algoritmais neiSsprendziamas, todél naudojami euristiniai algo-
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ritmai. Dar karta taikoma Lagranzo relaksacija arba Lagranzo de-
kompozicija antrojo etapo uzdaviniui tam, kad buty gautas Sio etapo
geriausias euristinis sprendinys. D¢l aibiy retumo, Lagranzo relaksa-
cijos arba Lagranzo dekompozicijos sprendimas yra daug greitesnis
nei viso uzdavinio.

Paprastosios euristikos

Pirmajame etape pradinis uzdavinys buvo skaidomas taikant
Lagranzo relaksacijos arba Lagranzo dekompozicijos metoda, taciau
geriausio sprendinio nebuvo ieskoma. Siuo metodu buvo stengiamasi
tik sumazinti iSlaidy kintamyjy skaiciy. Gery sprendiniy ieSkoma
antrame etape, kada kiekvienam sumazintam uzdaviniui yra taikomas
tas pats Lagranzo relaksacijos arba Lagranzo dekompozicijos meto-
das. Kiekvienam Siam uzdaviniui yra gaunami geri, bet ne optimalis
sprendiniai. I$ §iy sprendiniy jau yra paprasta surasti bendrg pradinio
uzdavinj sprendinj. Bendras sprendinys, i§ galimy sprendiniy, ran-
damas pritaikius lokaliosios paieskos euristika.

Bendra procediira

Taigi bendra uzdavinio sprendimo procedira:

Ivestis: KN, F, ,...,F,, T_BB

Iivestis: (X',y"), Z~

Pirmas etapas: Lagranzo relaksacija

1.1. Taikant apraSyta euristika, sprendziamas tiesinis transporto
uzdavinys ir inicializuojami (X", y") ir Z".

1.2. Norint gauti optimalius daugiklius Z;;, j kuruos jeina apati-
nis rézis LB, Lagranzo dekompozicija ar Lagranzo relaksacija pradi-
niam uzdaviniui pradedama taikyti nuo virSutinio rézio UB=Z .

Antras etapas: Pagrindinis uzdavinys

2.1.For k=1,...,N do:



2.1.1. I8 daugiklio F, apibréziame islaidy pora (i,j) kaip
) — —
T = fij —U; ﬁij +F, (Cij +/1ij)

2.1.2. Pritaikomas dvejetainés paieSkos algoritmas rézio 7% ra-
dimui.

2.1.3. Pagrindinis uzdavinys apibréziamas susiejant jj su pory
aibe S, ={(i, j): 7;; <7*}

2.1.4. Pagrindiniam uzdaviniui taikoma Lagranzo relaksacija ar-
ba Lagranzo dekompozicija ir gaunamas euristinis sprendinys
(x*, y*) ir tikslo funkcijos reiksme z* .

2.1.5. Pritaikoma lokalios paieSkos euristika dabartiniam spren-
diniui ir jis pervadinamas (x*,y*)ir z*.

2.16. Jei z"<z'tada realizuojama @z =z ir

* * k k

2.2. I8saugomas tas uzdavinys, kuris davé geriausia sprendinj.

Trediasis etapas: Saky ir réZiy metodas

3.1. Antrajame etape i$saugotam uzdaviniui, davusiam geriausig
sprendinj, pritaikomas Saky ir réziy algoritmas pradedant nuo spren-
dinio (x",y") ir su ribotu laiku. Dar kartg pervadinam galutinj rasta
sprendinj kaip (X, y") ir tikslo funkcijos reikime z”
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FIXED CHARGE TRANSPORTATION PROBLEM
A. Vaiciulyte
Summary

In this paper is presented a heuristic approach, which composed of
three phases: Lagrangean relaxation, the core problem and branch and
bound algorithm. The method is based on an equivalent solution of the
problem, where is only a part set of all variables. In the context of La-
grangean relaxation, different relaxations are considered, which leads two
types of problem: continuous transportation problem and binary knapsack
problems.
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Anotacija. Nagrinéjama paprasto skyléto daugiakampio skaidymo |
nevirS§yjancius nustatyto dydzio komponentus problema. Apibrézia-
mas uzdavinys ir jo svarba. Apzvelgiami egzistuojantys skaidymo
algoritmai, padedantys iSspresti uzdavinj, bei jy realizacijos. Patei-
kiamos trianguliacijos ir padalinimo j apytiksliai iskilius daugiakam-
pius algoritmy modifikacijos, jy privalumai ir trikumai. Palyginami
modifikuoto trianguliacijos algoritmo ir FME P] pakete realizuoto
“Chopper” algoritmo rezultatai ir vykdymo trukmés.

Ivadas

Siuolaikinés geografijos informacijos sistemos (GIS) leidzia
kaupti, redaguoti ir platinti labai didelio tikslumo geografinius duo-
menis. Didelé¢ dalis objekty yra saugoma daugiakampiy pavidalu
(pvz. jvairiy teritorijy ribos, miskai, ezerai, ir pan.). Kadangi duome-
nys yra didelio tikslumo, daugiakampj sudaran¢iy virStniy kiekis
gali buti labai didelis ir siekti net kelis milijonus. Taciau kai kurie
duomeny saugojimo formatai ir programos, skirtos darbui su geogra-
finiais duomenimis, turi tam tikry apribojimy — tai nesugebg¢jimas
nuskaityti ir interpretuoti skyles daugiakampyje bei vieno objekto
vir§iiniy kiekio apribojimai. Skylé daugiakampyje aprasoma kaip
papildomas vienas ar keletas konttiry. Jei programa ar duomeny sau-
gojimo formatas neturi galimybés nuskaityti arba jrasyti skyliy kon-
tarus — prarandami duomenys arba objektas yra neteisingai atvaiz-
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duojamas. Tas pats atsitinka kai ribojamas objekto virstiniy kiekis.
Pavyzdziui, bandome iSsaugoti daugiakampj i§ 1000 virStiniy for-
matu, kuris palaiko tik 256 virSiines, arba tg patj daugiakampj atvaiz-
duojame programa, kuri i§ duomeny rinkmenos nuskaito daugiausiai
500 virstniy. Abiem atvejais prarandame informacija.

Siy problemy sprendimas — daugiakampio skaidymas j maZesnes
dalis. Toks suskaidymas taip pat gali supaprastinti sudétingas duo-
meny apdorojimo operacijas. Viena i§ dazniausiai pasitaikanciy
problemy — vykdant skai¢iavimus pilnai uzpildoma kompiuterio ope-
ratyviné atmintiné ir operaciné sistema dalj duomeny i$ jos nukelia |
kietajj diska, o tai gali ilgai uztrukti. Taip atsitinka vykdant sudétin-
gus skai¢iavimus ir kai duomenys yra vienas, bet labai didelis dau-
giakampis. SuskaidZzius jj | mazesnes dalis kiekviena dalis analizuo-
jama atskirai, dél to yra mazesnés atminties sanaudos, ir operatyviné
atmintiné jau nebeuzpildoma iki tos ribos, kai jg reikia atlaisvinti
nukélus duomenis j kietajj diska.

Uzdavinio formulavimas

Turime paprasta daugiakampj (1 pav. a). Ji reikia sudalinti j pap-
rastus daugiakampius taip (1 pav. b), kad:
e juose nebiity skyliy,
e juos sudaranciy tasky kiekis nevirSyty tam tikro nustaty-
to skaic¢iaus Vmax,
e daliy bty kuo maziau.

Paprastas daugiakampis yra konttiry aibé, kur JPo yra iSorinis
kontaras, o like — skyliy kontiirai. Daugiakampis yra paprastas, jei
jokios nesusijungiancios briaunos nesikerta. Daugiakampius, esan-
Cius skylése, traktuosime kaip atskirus daugiakampius, ir juos nagri-
nésime atskirai.

Daugiakampis nebiitinai yra iSkilus, dél to iSkyla sunkumy. Da-
linti bet kaip j dalis, kurias sudaranciy tasky kiekis yra lygus nustaty-
tam, negalime, nes galime padalinti j daugiau nei dvi dalis. Be to,



skyliy kontiiras irgi gali buti sudétingas, kas taip pat sukelia sun-
kumy.

1 pav. a — paprastas daugiakampis su skylémis, b — galimas padalinimas

Sprendimo algoritmai

Kadangi daugiakampis nebiitinai yra iskilus, galime pasinaudoti
algoritmais, kurie suskaldo daugiakampj j iSkilus daugiakampius.
Iskila daugiakampj padalinti ] mazesnius atsizvelgant j anksciau ap-
tartas salygas yra labai paprasta. Taciau skaidymo j iSkilus daugia-
kampius algoritmai yra ganétinai sudétingi — O(n®) sudetingumo. [4].
Be to, gauti iskilieji daugiakampiai yra pakankamai mazi ir jy yra
labai daug. D¢l to gali iSkilti nemalonios situacijos. Tarkime, turime
daugiakampi, kurj padalinus j dvi dalis, uzdavinys bus iSsprestas.
Sudalinus jj j i8kiluosius daugiakampius uzdavinys taip pat gali bti
i§sprestas, taciau daugiakampiy bus labai daug ir jie bus labai mazi.
Dar vienas sunkumas — visi tikslaus dalinimo j i$kilus daugiakampius
algoritmai atsiradus skyléms tampa nepolinominio sudétingumo.
Akivaizdu, kad spresti nepolinominio sudétingumo uzdavinj tam,
kad palengvinti sau darba, yra neprotinga.

Be tikslaus skaidymo algoritmy yra ir apylikslio padalinimo j i§-
kiluosius daugiakampius algoritmas (Approximate Convex Decom-
position, ACD [1]). Algoritmas gali buti sustabdomas tada, kai jdu-
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bimy kiekis ir gylis sumaz¢ja iki nustatyto parametro, pvz.: kai pasa-
linami ypatingai giliis jdubimai. Be to, algoritmas apdoroja ir skyles,
dél to jo sudétingumas beveik nepadidéja.

Uzdavin] galime performuluoti taip — turimg daugiakampj pada-
linti j n-kampius. Jei n lygus 3, gauname trianguliacijo uzdavinj. Ka-
dangi daugiakampj visada galime trianguliuoti, ir, be to, galime tai
padaryti labai greitai (paprasti algoritmai yra O(n log n) sudétingu-
mo, bet yra ir O(n) sudétingumo metody), patogu naudoti §j metoda
suformuluotam uzdaviniui spresti.

Daugiakampio skaidymo j apytiksliai iSkilus daugiakampius
algoritmas

Sio algoritmo kiiréjai pastebéjo, kad uzdaviniai, kuriuos yra pap-
rasCiau sprésti, kai daugiakampiai yra iskiliis, panasiai supaprastéja,
kai daugiakampiai yra "beveik™ iskildis. Tai yra, naudojant skaidymo
i apytiksliai iskilus daugiakampius algoritma, kitus uzdavinius spresti
yra beveik taip lengva, kaip ir pries tai, taciau skaidymas zZymiai su-
paprastéja.

Metodo bendros idéjos:

e apskaiciuoti kiekvienos daugiakampio virsiinés jdubimo
laipsnj.

e panaikinti skyles, t.y. "perkirpti" daugiakampij taip, kad
skylés kontiiras tapty iSoriniu konttiru. Skyliy Kirpimas
jvyksta pirmas dél to, kad skylés jdubimo laipsnis yra
nustatomas kitaip, nei iSorinio kontiiro viriiniy, dél to
yra visada didesnis, nei bet kurios vir§iinés ant iSorinio
kontiiro.

e perkirpti daugiakampj nuo vir§tinés su didziausiu jdu-
bimo laipsniu iki patogiausios. Patogiausia vir§iné ran-
dama indeksuojant virStines pagal jos atstumg iki pradi-
nés virsines ir pagal tai, kiek sumazés jdubimo laipsnis.

Toliau pateiksime platesnj algoritmo aprasymg bei galimybes jj
pritaikyti miisy suformuluotam uzdaviniui.
4



Turime paprastg daugiakampj. Paprastas daugiakampis yra kun-
tiiry aibe, kur 6Po yra iSorinis kontiras, o likg — skyliy kontiirai. Dau-
giakampis yra paprastas, jei jokos nesusijungiancios briaunos nesi-
kerta.

Daugiakampio P iskilusis lukStas Hp — tai maZiausias iSkilus
daugiakampis, i kurj telpa P (2 pav.). Jei P = Hp, sakome, kad P yra
iSkilus. P virsiinés, kurios néra Hp vir§tnés vadinamos jdubomis,
vidinis kampas tarp tokios virsiinés briauny yra didesnés uz 180°.

/ opP; -
: oP, | 9P, dPF;
f" w [
e v :
; /0Py : oR|
dHp D N

2 pav. Daugiakampio kontdrai ir i8kilus lukstas (pagal [1])

Idubimo laipsnio matavimui Siame algoritme naudojamos tilto ir
kisenés savokos. Tiltas yra iskilaus lukSto briaunos, sujungianéios
nesancias greta daugiakampio kontiiro 0Pg virSiines, t. y. TILTAI(P)
= 0Hp\OP. Kisené yra didziausia grandiné briauny, nesanciy iskilaus
luksto kontiire, t. y. KISENES(P) = dP\0Hp. Tokiu biidu jdubimai
gali biuti tik kiSenése. Kiekvienas tiltas turi atitinkama kiSene, t. y.
0Py briauny granding, kurios pradzia ir pabaiga sutampa su tilto pra-
dzia ir pabaiga. Skylés irgi yra kiSenés, taCiau jos neturi atitinkamy
tilty (3 pav.).

Algoritmas vadovaujasi Skaldyk ir valdyk principu — daugia-
kampis dalinamas j 2 dalis, toliau yra dalinama kiekviena i$ daliy, ir
pan. Algoritmas rekursi$kai dalina daugiakampj tol, kol didziausias
jdubimo laipsnis yra didesnis uz nustatoma parametra z. r Vadinamas
neiskilumo paklaida. Kuo mazes 7, tuo smulkiau bus dalinamas dau
giakampis, kad jj sudaranc¢iy daugiakampiy jdubimo laipsnis



tiltas

kiSené

1 kiSené tiltas

3 pav. Briaunos (5,7) ir (8,1) yra tiltai, o jy atitinkamos kiSenés:
(5:6), (6:7) ir (8:9), (9;0), (0;1) (pagal [1])

nevirsyty 7. Akivaizdu, kad kai z = 0, daugiakampis bus padalinamas
i visiskai iskilus gabalus.

Pirmas algoritmo zingsnis — paskaiciuoti kiekvienos virSiinés j-
dubimo laipsnj. Jei virStné priklauso iSoriniam konttrui — jdubimo
laipsnis yra trumpiausiai atstumas nuo jos iki atitinkamo tilto, neker-
tantis daugiakampio kontiro (4 pav.). Jei vir§ané priklauso skylés
kontarui — elgiamaisi kitaip. Randamos 2 labiausiai nutolusios viena
nuo kitos skylés kontiiro vir§tnés p; ir cw(pi). Apskaiciuojamas ats-
tumas nuo $iy dviejy virStniy iki iSorinio konttiro. Imamas mazesnis
atstumas, prie jo pridedamas atstumas nuo pi ir cw(p;) ir maksimalus
iSorinio kontiiro virStiniy jdubimo laipsnis. Gauname visos skylés
jdubimo laipsnj, kuris yra didesnis, nei bet kurios iSorinio kontiiro
vir§tinés jdubimo laipsnis. Tokiu badu yra pirma atsikratoma skyliy.

= Yl

/’\‘ N” ;/ﬁ’

4 pav. Trumpiausi keliai nuo tilto iki kiekvienos jdubusios virsiinés
(pagal [1])
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Tolimesnis algoritmo zingsnis yra surasti vir§ting su maksimaliu
jdubimo laipsniu. Ji bus kirpimo linijos pradzia. Sios linijos pabaiga
randama suteikus vir§inéms indeksus: 0, jei per ja kerpant daugia-
kampj padalinsime | daugiau nei 2 gabalus, kitais atvejais — skaiciy
pagal formule:

1+ a - concave (i)
B-dist(i,r)

¢ia concave(i) — virsanés i jdubimo laipsnis, dist(i, r) — atstumas nuo
vir§tinés i iki kirpimo linijos pradzios r, o ir f — pasirenkami para-
metrai. Kirpimo linijos pabaigos vir§tiné bus vir§iné su didziausiu
indeksu. Atlikus kirpimg gauname 2 daugiakampius. Tada kiekvie-
nam i§ jy taikome tokj pat algoritma.

Nors aprasytas algoritmas sprendzia kitokj uzdavinj, nei misy
suformuluotas, bet ji galima pritaikyti. Vienas i§ budy yra toks:

e Atsikratyti skyliy pagal ACD algoritma;

e Skaidyti daugiakampj pagal ACD kol visi komponenty
kontiirai bus neilgesni, nei nustatyta;

e Jei ACD algoritmo vykdymas sustojo, o komponenty
kontiirai vis dar ilgesni, nei nustatyta — daliname kom-
ponentus taip, kaip mums yra patogu. Jokiy problemy
neturéty iskilti, nes komponentai yra i$kilts arba beveik
i8kilds.

ind; =

)

Metodo privalumai:

e Apdorojamos skylés.

e Greitas O(nr) sudétingmo, ¢ia N — virSuniy kiekis, r —
jdubimy, gilesniy nei z, kiekis. Miisy atveju gali nepri-
reikti naikinti visy jdubimy, todél vykdymas bus grei-
tesnis.

e Gaunami komponentai zmogaus supratimui yra pakan-
kamai prasmingi ir ,,graztis* (5 pav. a), t. y. néra daugy-
bés ilgy ir siaury daugiakampiy, kaip tikslaus skaidymo
algoritmuose (5 pav. b).
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e Skaidymo linijos pasirinkimo kriterijus galima nustatyti
paciam. Tokiu biidu galime gauti vienos ar kitos nori-
mos formos daugiakampius.

Metodo trukumai:

e Tarkime, turime daugiakampj, kurj padalinus i dvi dalis,
uzdavinys bus iSsprestas. Tuo tarpu ACD algoritmus
kirps daugiakampj j didelj ir labai maza. Po keleto
zingsniy turésime vieng didelj daugiakampj ir daug ma-
7zy. Atlikus kazkiek skai¢iavimy misy uzdavinys liko
neissprestas, tik i§ dalies supaprastintas.

e Bendru atveju komponenty kiekis bus didesnis, nei jma-
nomas maziausias.

Skaidymo | apytiksliai iskilus daugiakampius metoda galima
Siek tiek modifikuoti. Kai ieSkoma, | kurig virSiine i$ labiausiai jdu-
busios reikia kirpti, galime vir$inéms suteikti indeksg ne tik atsiz-
velgiant atstumg ir jos jdubimo laipsnj, bet ir | misy suformuluoto
uzdavinio specifika. Visas daugiakampio virSiines pernumeruojame

5 pav. a) ACD algoritmo skai¢iavimy rezultatas, b) Tikslus
padalinimas j i8kilus daugiakampius (pagal [1])



taip, kad kirpimo pradzios vir§iné buty pirma. Toliau vir§inéms pri
skiriame indeksg — skaiéiy, kuris lygus vir§inés numerio dalybos i$
maksimalaus vir§tniy kiekio daugiakampyje lickanai:

ind, =mod(i,V,, ). 2)

I§ visy matomy virStiniy iSsirenkame tokig, kurios indeksas yra
maziausias. Tokiu badu kai ind; = 0, kirpimo linija atskirs daugia-
kampj, kurio virStuniy kiekis yra lygus arba kartotinas Viax. Jei virsi-
niy kiekis lygus Vmax — Sio daugiakampio nebenagrinéjame. Jei jy
kiekis yra kartotinas Vmax — toliau taikome tokj modifikuotg ACD
algoritma. ACD metodo privalumas — kirpimo pradzia yra vir§tiné su
didZiausiu jdubimo laipsniu. Tokiu biidu mes panaikiname didziausig
jdubima, dél to gauti daugiakampiai yra labiau iskilds, nei pradinis.
Tokiuose daugiakampiuose i§ kurios nors vir$iinés bus matoma dau-
giau vir$iiniy, todél bus didesné tikimybé, kad matysime vir§iing su
indeksu, lygiu nuliui.

Daugiakampio trianguliacijos algoritmo modifikacija

Kaip jau buvo paminéta, uzdavinj galime performuluoti kaip
daugiakamio dalinimg i n-kampius. Tai yra panasu j daugiakampio
trianguliacijos uzdavinj. Galima jrodyti, kad daugiakampio triangu-
liacija visada egzistuoja ir gaunamy trikampiy skai¢ius yra V-2, ¢ia V
yra daugiakampio vir§tiniy skaicius [3]. Taip pat paprasta pastebéti,
kad jei turime daugiakampio trianguliacijos linijas, paSalinus vieng
linija pridedama viena vir$tiné (6 pav.). Taigi, galime trianguliuoti
daugiakampj vienu i§ zinomy metody, ir tada naikinti kirpimo linijas
taip, kad gautume reikiamo dydzio daugiakampius.

Trianguliacijos algoritmai yra greiti palyginus su daugiakampio
tikslaus padalinimo j i8kilius daugiakampius. Vieno i$ paprastesniy
algoritmy (Garey algoritmas), naudojancio daugiakampio monoto-
niskumo salyga, sudétingumo jertis yra O(n log n), [3]. 1991 metais
B. Chazelle pasitilé tiesinio sudétingumo atgoritmag, taiau jis yra
labai sudétingas [5]. Nereikalingy kirpimo linijy Salinimas irgi yra
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tiesinio sudétingumo operacija, kai trianguliacija atliekama Garey
algoritmu. Taigi, bendras kirpimo linijy suradimo sudetingumas yra
O(n log n).

6 pav. Pasalinus vieng linija pridedama viena vir§iné. Apatiniame
kairiajame kampe pradedame nuo trikampio. Pasaliname vieng linija,
gauname keturkampj. DeS§iniajame kampe pradéjus nuo trikampio ir
pasalinus vieng linijg taip pat gauname keturkampj. Taip pasalinus 2

trianguliacijos apskaiCiuotas linijas SeSiakampj suskaidome j 2
keturkampius.

Metodo privalumai:

e Algoritmas yra paprastesnis nei daugiakampio skaidymo
1 apytiksliai iSkilias dalis algoritmas

e Daugumos gauty daliy vir§iiniy skai¢ius yra lygus Vimax.
Tik vienos dalies vir§iiniy skaicius yra mazesnis. Pavyz-
dziui, jei dalinamas daugiakampis i$ 38 vir§tniy j dalis
iki 10 virStniy, gauname 4 dalis ir 10 virSiiniy ir viena
dalj su 6 virSunémis (7 pav. a).

Metodo trukumai:

o Kadangi daugumos gauty daliy virStiniy skai¢ius yra ly-
gus Vmax, esant tam tikram virStniy skaiciui paskutinés
dalies virStniy skaicius gali buti labai mazas, palyginus
su kitomis dalimis. Pavyzdziui, jei dalinamas daugia-
kampis ir 35 virStniy j dalis iki 10 virStiniy, gauname 4
dalis i§ 10 virStiniy ir viena dalj tik su 3 virSinémis (7
pav. b).

e Algoritmas neveikia, jei daugiakampyje yra skyliy, t.y.
skyliy neturi biti, jis jy neapdoroja. Dél to skyles reikia
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kirpti kazkokiu kitu algoritmu, pavyzdziui ACD algo-
ritmo modifikacija.

3

B WA

a b
7 pav. a - apylygis daugiakampio padalinimas, b — netolygus

daugiakampio padalinimas, visos dalys yra 10 vir§tuniy dydzio,
i8skyrus virSuting — trikampij.

Rezultatai

Realizuotas modifikuotas trianguliacijos algoritmas Python
programavimo kalba ir integruotas j Safe FME programinés jrangos
(P]) paketa. Atlikti skaitiniai eksperimentai. Taip pat atlikti skaitiniai
eksperimentai naudojant FME P] pakete esantj Chopper algoritma.
Sio algoritmo veikimo principas néra atskleistas gamintojy, todél
palyginti galima tik rezultatus ir vykdymo laikus.

8, 9 ir 10 pav. pateikti skai¢iavimo eksperimenty rezultatai. Rei-
kéty pastebéti, kad Chopper algoritmo rezultatai yra truputj keisti. Jei
nurodome, kad daliy dydis nevirSyty Vmax, tai didziausios dalies dydis
yra Vmax — 1. Tai néra neteisinga, nes Vmax — 1 nevirSyja Vmax, bet yra
truputj keista, nes dazniausiai galima suskaidyti daugiakampj taip,
kad biity bent viena Vmax dydzio dalis.

Vykdymo laikus nustatyti yra gana problematiska dél keliy prie-
zasCiy. Visy pirma, FME P] paketas rodo tik bendra duomeny apdo-
rojimo proceso veikimo laikg. Procesas ne tik skai¢iuoja daugiakam-
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pio suskaidyma, jis taip pat turi nuskaityti duomenis i$ kietojo disko,
konvertuoti j savo vidinj formata, tik tada atlikti reikiamas transfor-
macijas, ir galy gale jraSyti duomenis. Antra, laikas yra apvalinamas
iki sekundés desimtyjy daliy. Trecia, skai¢iavimo laikas priklauso ir
nuo sistemos biisenos, pvz. nuo kietojo disko, operatyvinés atminti-
nés ir operacinés sistemos biiseny. Tai buvo nustatyta keletg karty
paleidus skaiciavimus ir gale pastebéjus, kad sisteminé skaiciavimo
laiko sudedamoji nuolat kinta nuo 0,1 iki 1,5 s. Bendras skai¢iavimo
laikas btina iki 4 s. Taigi, sisteminé laiko sudedamoji duoda gana
didele paklaida.

Ir trianguliacijos, ir Chopper algoritmo vykdymo laikai buvo ga-
na panasiis — apie 6000 vir§iiniy daugiakampis suskaidomas mazdaug
per 4 s. Kiek tiksliai buvo vykdomas pats algoritmas — néra aisku dél
pries pateikty prieZasCiy. Toliau tyrimo eigoje planuojama kuo tiks-
liau iSmatuoti algoritmy vykdymo laikus.

Trianguliacija FME Chopper
6 keturkampiai ir 1 trikampis, 13 trikampiy
viso 7 dalys

8 pav. 15-kampio suskaidymas, Vimax = 4

12
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g

Trianguliacija FME Chopper
8 penkiakampiai ir 2 trikampiai, 13 keturkampiy
viso 10 daliy

9 pav. 28-kampio suskaidymas, Vimax =5

NN NN

Trianguliacija FME Chopper
3 Sesiakampiai Po vieng trikampj, keturkampj, penkia-
kampij ir SeSiakampj, viso 4 dalys

10 pav. 14-kampio suskaidymas, Vimax = 6

ISvados
1. Aprasyti du algoritmai — trianguliacijos modifikacijos ir pa-
dalinimo } apytiksliai i8kilius daugiakampius, kurie yra gana neblo-
gos euristikos suformuluotam uzdaviniui spresti. Taciau tik realiza-
vus padalinimo | apytiksliai iSkilius daugiakampius algoritmg bus
galima pateikti rekomendacijas, kada naudoti vieng ar kitg algoritma.
2. FME PI pakete realizuoto Chopper algoritmo rezultatai yra
Siek tiek prastesni uz trianguliacijos modifikacijos rezultatus, nes

dalys yra mazesnés ir jy yra daugiau.
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3. Palyginti skaiCiavimo laikus yra sudétinga, nes yra laiko sa-
naudy, priklausanciy ne tik nuo duomeny apimties, bet ir nuo siste-
mos biisenos.
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ALGORITHMS FOR DECOMPOSITION OF SIMPLE
POLYGON WITH HOLES

D. Motiejauskas
Summary

This study deals with decomposition of simple polygon with holes into
components so that every piece does not exceed some defined number of
vertices. We define the problem and its appliances. Existing studies and
algorithms for polygon decomposition are covered. We propose modifica-
tions of polygon triangulation and approximate convex decomposition algo-
rithms. Also we compare modified triangulation algorithm results with
Chopper algorithm (from Safe FME ETL software suite) results.
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Santrauka. Nagrinéjama optimalaus dvitéjinio virintinio sijos skerspjiivio paieskos uzdavinys. Realizuoti ir trumpai straipsnyje
apibtdinti algoritmai: modifikuotas varianty perrinkimo, atsitiktinés paieskos, Kkartotinés paieSkos ir genetinis algoritmai.
Smulkiau paaiSkinta, kaip pritaikytas genetinis algoritmas skerpjuviy radimui. Atlikta realizuoty algoritmy rezultaty apzvalga ir
palyginimas.

ReikS§miniai ZodZiai: plieninés konstrukcijos, sijinés konstrukcijos, dvitéjiniai plieno skerspjiviai, statybos techninio
reglamento (STR) reikalavimai, konstrukciniai reikalavimai, skerspjuviy ploto optimizavimas, optimizavimo algoritmai.

Jvadas

Sprendziame sijiniy konstrukcijy palengvinimo ir atpiginimo klausimus, ypa¢ aktualius $iy laiky statybose.
Reikia rasti kuo mazesniy ploty sijy skerspjuvius. Kadangi pati optimaliausia skerspjiviy forma yra dvitéjinio tipo
profilio, nagrinésime tik dvitéjus skerspjuvius. InZinieriai ir projektuotojai fiziSkai negali patikrinti daugybés sijos
skerspjuiviy varianty ir rasti optimaly skerspjtivi, tenkinantj uzduotas apkrovas, todél darbe nagrinéjama kompiuterizuoti
sijos optimaliy skerspjiiviy paieskos buidai, palengvinantjs jy darbg ir leidZiantjs iSvengti zmogiskojo faktoriaus klaidy,
skaiCiuojant ir tikrinant statybos techninio reglamento (STR) salygas.

Konstrukceijy projektavimo jrankiuose tokiuose kaip ANSYS, Nastran ir kt. yra pritaikyta jvairiy optimizavimo
metody. Optimizavimo algoritmai daug papras¢iau realizuojami, nei deterministiniai, jiems nebiitinos apribojimy
tolydumo ir iskilumo salygos, nes inZinerijoje jos daZniausiai netenkinamos.

Optimizuojant skerspjavius, papildomai reikia atsizvelgti j metalo pramonés keliamas salygas, kurios apriboja
skerspjliviy matmeny pasirinkimo aibes (pavyzdziui, nenusipirksite 271 mm plocio metalo profilio, nes bus tik 250 ir
300 mm). Egzistuoja dar keletas konstrukciniy salygy, kurios taip pat sumazina paieskos sritj (pavyzdziui, plotis neturi
biti mazesnis uz storj), véliau dél Siy salygy nejtraukimo biity netenkinami STR matmeny santykiy reikalavimai.

Darbo tikslas buty, pritaikant Zinomas inZinerijos ir optimizavimo metody id¢jas, sukurti originalius virintiniy
sijy skerspjuviy optimizavimo algoritmus, kurie tenkinty STR salygas.

Optimalaus virintinés sijos skerspjiivio ploto nustatymo uzdavinys

Optimaliausias sijos skerspjuivis yra dvitéjinio profilio skerspjiivis 1 pav. Dvitéjo skerspjlivio parametry aibé
susideda i$§ hy — sienelés auk$§cio, tw — sienelés plocio, br — juostos plo¢io ir ti — juostos storio. Uzdavinio tikslas —
rasti kuo mazesnj skerspjivio plota, t. y. minimizuoti tikslo funkcija min(hw-tw+2-bs-ts). Uzdavinys néra iskilas, todél

optimizavimo algoritmais negalésime garantuoti optimalaus sprendinio.
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1 pav. Dvitéjo skerspjiivio schema

Fig. 1. Steel W type cross-section schema
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IS stiprumo salygos (1) nustatome reikalinga sijo skerspjiivio atsparumo momenta, pagal kurj vélesniuose
skai¢iavimuose nustatome skerspjivio charakteristikas. Kitos tarpiniy skai¢iavimy formulés pateiktos magistriniame
darbe.
Skerspjiivio optimizavimo algoritmai
Modifikuotas skerspjiivio parametry varianty perrinkimo algoritmas
Modifikuotas varianty perrinkimo algoritmas remiasi inzinerine virintinio skerspjlivio matmeny nustatymo
schema, kuri pateikta magistriniame darbe, o jos pagrindinés formulés pateiktos uzdavinio formulavime. Algoritmo

veikimo esmé: perrinkti variantus pagal du parametrus, t. y. sienelés aukstj h ir juostos plotj by, 0 likusius parametrus



priristi priklausomybémis (10), (11), (12) prie jau parinkty parametry. Taip iSrinkti maziausia skerpjuvj tenkinantj STR
salygas (1), (2).

tW=7+%, (10)
h, =0,95-115 /Vtﬁ (11)
3
2Wd-ﬁ—tW'hW
2 12
t, = T : (12)
£l

Deja, taikant inzinering matmeny nustatymo schemg, tikrinami ne visi reikalavimai, todél po dvigubo ciklo
tikrinami like reiklavimai (7), (8). Ir jei jie netenkinami, tada algoritmas veikia inzineriskai, t. y. papras¢iausiai padidina
tam tikras skerspjlivio charakteristikas, kad tenkinty visas salygas, o tai jneSa didel¢ tikimybe, kad grizus j dvigubo
ciklo tam tikras vietas, biuity galima rasti Siektiek Kkitokias charakteristikas, kuriy pabaigoje nereikéty didinti ir
skerspjiivio plotas blity mazesnis uz padidinta, maZiausig rasta, plota.

Atsitiktiné paieSka

Algoritmo veikimo esmé: atsitiktinai generuoti visas keturias skerspiivio geometrines charakteristikas, apribotas

loginiais, inZineriniais arba konstrukciniais reikalavimais (3), (5), (6) ir 8 <t,, <20 mm, tol, kol bus tenkinamos

reikalaujamos STR salygos (1), (2), (7), (8). Taip gauname jégas ir lenkimo momentus atlaikanéia sija, taciau labai
retai artimg optimaliam sijos skerspjiiviui. Panasi idéja naudojama inzinieriy, pasirenkant pradinius skerspjtvius.

Kartotiné paieska

Kadangi atsitiktinés paieskos algoritmu visada randame, STR reikalavimus tenkinantj, sprendinj, todél
modifikuojame atsitiktinés paieskos algoritma taip, kad atlike pasirinkta kiekj iteracijy, surastume maziausig
skerspjuvio plota i§ visy anks¢iau iteraciniame procese apskaiciuoty ploty.

Genetinis algoritmas

Populiacija, $iuo atveju, yra dvitéjy virintiniy skerspjaviy $eima, kurig galime parinkti jvairiais buidais. Vienas i§
biidy sudaryti prading populiacija, tai sugeneruoti skrerspjiiviy parametry rinkinius atsitiktinés arba kartotinés paieskos
algoritmais. IS pradinés populiacijos atsitiktinai iSrenkame du tévus, kuriuos kryzminame ir gauname vaikus, t. y. naujus
skerspjlivius gautus atsitiktinai i§ vieno arba kito tévo paémus atitinkamus parametrus. Pavyzdziui: I-ojo tévo parametry
rinkinys {hwa, br, twa, trn}, 0 11-0jo0 — {hwe, b2, twe, tro}, taigi jy vaikas galéty bati toks {hwi, br1, twe, tro} arba {hwe, br, tw,
tr1} ir t. t. (kryZminimo pavyzdj zitréti 3 pav.). Populiacijos vystymuisi taikysime gamtos désnj ,,islieka stipriausi®, t. y.
egzistuoja baigtinis skaicius individy ir daugiau negali padidéti populiacija nei vienu individu, pavyzdziui, saloje
daugiau néra maisto dar vienam, todél atsirad¢ vaikai arba zusta patys, jei tévai stipresni arba atsirade stipresni vaikai
iSstumia silpnesnius tévus. Skerspjuviy atveju, charakteristiky kryzminimais sieksime rasti optimalius skerspjtvius.
Skerspjtiviy paieskai pritaikyto genetinio algortimo chema pateikta 2 pav. Jei gautas naujas skerspjuivis netenkina STR

ir kity salygy (1) — (8), tai jis i8karto atmetamas kaip netinkamas variantas.
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2 pav. Optimaliy skerspjuviy paieskai pritaikyto genetinio algoritmo schema

Fig. 2. Genetic algorithm schema for optimal cross-section search

Vykdoma M dviejy atsitiktiniy skerspjiiviy parinkimy i§ pradinés skerspjaviy aibés, tada jy charakteristikas atsitiktinai
kryzminame tol, kol gauname visas keliamas salygas tenkinantj skerspjiivj, o tada lyginame téviniy skerspjiviy ir jy

vaiky plotus. Jei vaiko plotas mazesnis uz blogesnio tévo, jtraukiame jj j populiacija.
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3 pav. Dviejy skerspjtviy kryzminimo pavyzdys
Fig. 3. Two cross-sectional sample of cross

Rezultatai

Rezultatai pavaizduoti 4 pav. Raudona linija vaizduoja virintiniy skerspjiiviy priklausomybe, apskai¢iuotg taikant
modifikuota perrinkimo algoritma, zalia — taikant kartotinés 500 karty paieskos algoritma, mélyna — taikant genetinj
algoritma, juoda — taikant atsitikting paieSka, pilka — palyginimui jdéta valcuotyjy skerspjiviy priklausomybé.
Gamyklose gaminamy dvitéjy valcuotyjy profiliy naudojimas konstrukcijose yra labai optimalus, esant mazoms
apkrovoms, o esant labai dideléms apkrovoms, tenkinancéio Stiprumo reikalavimus skerspjiivio jau nebegalima jsigyti,
nes jie negaminami, todél esant didesnéms apkrovoms, reikia naudoti virintinj skerspjivi. Kaip matome i$ paveikslo,
atsitiktiné paieSka (juoda linija) randa salygas tenkinantj skerspjiivj, ta¢iau sprendiniai retai kada artimi optimaliems.

Kity realizuoty algoritmy rezultatai labai panass.
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Fig. 4. Welded cross-sectional areas of the dependency comparison of flat-size effort
ISvados

e Darbe realizuotas algoritmas, taikantis inZiniering matmeny nustatymo schemg (Modifikuotas varianty

perrinkimas). Visada gauna vienareik§mj sprendinj, skai¢iuoja labai greitai, ta¢iau nebegrjzta | ciklus, 0 jei



netenkinamos sglygos, uzduotos visam skerspjaiviui, papra$¢iausiai padidinamos tam tikros charakteristikos ir
padinama tikimybé, kad nerasime optimalaus sprendinio.

Realizuota keletas optimizavimo algoritmy virintiniy skerspjaviy radimui. Visy $iy algoritmy trikumas, kad
jais gauti rezultatai yra nevienareik§migki, o tai irgi negarantuoja optimalaus sprendinio. Genetinis algoritmas
ilgiausiai trunkantis algoritmas, skai¢iavimo prasme, taciau rezultatai geriausi, ai$ku rezultatus stipriai jtakoja
pradiniy skerspjiiviy parinkimas, o tai dar vienas trilkumas.

Taikant $iuos algoritmus, biity palengvintas inZinieriy ir projektuotojy darbas, bty atpigintos pastaty sijinés

konstrukcijos, nes jy gamybai biity sunaudojama maziau medziagy.
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WELDED I-BEAM CROSS-SECTION OPTIMIZATION

D. Ciiinys

Abstract

Examining the optimal steel W type (Fig. 1) welded I-beam cross-sectional search task. And realize a short article to describe
the algorithms: modified versions of variants, a random search, multiple search and genetic algorithms. For details explaining,
how the genetic algorithm is applied to cross-sections of finding. Done realized overview of the results and comparison of
algorithms.

Keywords: structures of steel, I-beam structures, cross-section of steel, demands of construction of technical regulation, demands
of structures, cross-sectional area of optimization, optimization algorithms.
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DARBU (DARBOUX) FORMULES TAIKYMAS
INTEGRALU APROKSIMACIJOMS KONSTRUOTI

Irena Kulbyté

magistrante
Vilniaus Gedimino technikos universitetas
el. pastas: lrena.Kulbyte@fmst.vgtu.lt

Santrauka. Nagrinéjami integralai isreiksti specialiosiomis funkcijomis, kurie nereiskiami elementariosiomis funkcijomis ir
pateikiami jy pavyzdziai, funkcijy aproksimacijoms konstruoti taikoma Darbu (pranc. Darboux) formulé. Pateikiamos
sukonstruotos specialiyjy funkcijy aproksimacijos ir aptariami atlikti aproksimaciniy formuliy tyrimai, nustatyti formuliy
tikslumo jverdiai.

Reik§miniai ZodZiai: specialioji funkcija, aproksimavimas, asimptotiniai skleidiniai, Darbu formulé.

Jvadas

Istoriskai susiklosté, kad specialiosios funkcijos ne taip gerai zinomos, kaip elementariosios. Taciau jei pavyksta
tokia funkcijg istirti ir suzinoti jos savybes, tai §i funkcija mums teikia visg informacijg apie nagrinéjama matematinj
modelj. (Maritnas et al. 1995)

Specialiosios funkcijos gali biti iSreikstos (Olver 1974):

o Teiloro eilute. Jei funkcija f(x) be galo daug karty diferencijuojama.
e Gama funkcija I'(x). Si funkcija ireiskiama integralu:

o0
r(x)=[e 't dt
0
e Beselio funkcija Jn(x). Sveikiems skai¢iams n ir realiems arba kompleksiniams skai¢iams X funkcija Jn(X)
uzraSoma Beselio integralu:

Jn(x)zilj[cos(nefxsina)da, n=0,+1+2,..
0
o irtt.

Kai nepavyksta specialiyjy funkcijy iSreiks$ti elementariosiomis, tuomet konstruojamos funkcijy aproksimacijos.
Funkcijy aproksimavimo uzdaviniy gausu jvairiose matematikos, fizikos ir technikos srityse. Aproksimacija
(priartinimas) tai pateiktos funkcijos pakeitimas jai artima funkcija, taip kad artutinés funkcijos nuokrypis,
nagrinéjamame intervale, buty kuo maZesnis. (Listopadskis 2004)

Kadangi miisy nagrinéjami integralai yra specialiosios funkcijos, juy aproksimacijoms konstruoti taikysime vieng i$
skleidiniy konstravimo metody, leidzianti neintegruojamus integralus i$skleisti jiems artimais skleidiniais, tai Darbu
formule.

Darbu formulés bendroji iSraiSka
Darbu formulé integralui su n-tojo laipsnio polinomais:

f(X)— f(a): (1)



1 ()= [Po(®) £ D(a - tx— )t )

0

Cia Py(t) — n-tojo laipsnio polinomas; In(x, a) — liekana.

Darbu formulés bendroji iSraiSka, integralg nagrinéjant su pirmos eilés polinomu

Uzrasome Darbu formule integralui. (1) ir (2) formules nagrinésime tik su pirmos eilés polinomu P1(t).

b

fb)-f@)=] Feks:  Fl)-gl):

a

G(b)—G(a)=§9(S)dS=Pl,to)-[(—l)(’(b—a)l(ﬂ(l)f'(b)—Pl(O)f’(a))+(—1)1(b—a)2 1b,2) )

1,(b,2) = [ (1) "(a-+ b — )t @)

Apsirasome pirmos eilés polinomo reikSme ir jo i§vestines:

P(t)=At+B P()=A+B Pll(l):A
R (t)=A P(0)=B P (0)=A

Sustatome j (3) ir (4) iSraikas, pirmos eilés polinomo ir jo i§vestiniy reikSmes:

G, =%~[(b—a)-((A+ B) /(b)-B - f'(a))~(b—a)?-1,(b,a) (5)
1,(b,2) = [(At+ B)- f"(a+t(b—a))t (6)

Pertvarkome naujai gautas (5) ir (6) lygtis:

G :(b—a)~[(1+%j~ o) -2 f’(a)]—(b—a)z 1y(b.2) )
I,(b,a) = i(t +%) F7(a+t(b—a))dt (8)
Ivedame keitinj ﬁ:%, kuriuo apraSome polinomo koeficientus A ir B. PerraSome (7) bei (8) lygtis su jvestu
keitiniu:
Gy =(b-a)-(L+p): F'(b)-B- f'(a))-(b-a)-11(b,a) ©)
1,(b.2)= i(t +B)- f(a+tb—a)i (10)

Gauname bendrajg lickamosios dalies I1(b,a) iSraiska, kuri priklauso nuo dviejy kintamyjy bei nuo parametro .

1,(b,a)=1(t + B)- "(a+t(b—a))dt 11
0
Norédami minimizuoti paklaida (11) formule prilygine 0, i$sivedame £(b,a).

1
Jt-fr(a+tlb—a)t

ﬂ(b,a)=—°l (12)
[ f"(a+t(b—a)t
0

ISvedame bendrajg aproksimacine formule.

Gz =(b-a)-(L+A(b,a))- F'(b)- Alb.a)- f(a)) (13)



Skai¢iavimo rezultatai

Nagrinékime neintegruojama integralg, kuris elementariosiomis funkcijomis nerei§kiamas.

F(v)=[edt (14)

ApraSome nagring¢jamo integralo i§vestines (jy prireiks perraSant Darbu formule pritaikyta savajam integralui):

ft)=et"; "t)=—2-te;

Galime uzra8yti jau iSvesta bendrajg aproksimacing formulg (13) misy nagrinéjamam integralui (14). Vietoje b=v ir
a=0. Taip pat uZraSome ir integraly santykj #(b,a) i§ (11) formulés.

G, —ve e’ BV)-v-p(v) (15)
1
(2.6~ ot

P E— 19)
}t~e‘t2"2dt
0

Sukonstruosime interpoliacinj polinoma, kai integraly santykis (16) apibréztas intervale VE(O; 3). Lagranzo
interpoliacinis polinomas L,,(x) yra maziausio laipsnio polinomas, kuris taskuose Xg, Xq, ..., X turi sutapti su funkcijos
f (X) reik§mémis tuose taSkuose, t.y. (Listopadskis 2004)

L,(x)=f(x): ie{0d...m}.

Pasirenkame keturis taSkus, panaudoje (16) israiska nustatome funkcijos f(vn) reikS8mes ir paskai¢iuojame Lagranzo
interpoliacinj polinoma.

V=0 Blve)=-0,6667;
vy = B(vy)=-05995;
v, =2 B(v,)=-0,4306;
vy=3 B(v4)=—0,2953;

Gautas reikSmes sustatome ] interpoliacinio polinomo israiskg ir paskai¢iuojame S(v).

Bv)=Py - v¥+By-vZ B3+ v—PBy (7)
¢ia

By =-0,02270 ; B3 =-0,03010 ;

Ba= 01194 ; B4 =—0,6666 .

Gautg (17) lygtj jstatome j (15) iSraiskg
Gz(v)zv-e_\/2+[[31 v3+[32 v2+[33 V+B4)»v-e_\’2 —(Bl v3+ﬁ2 v2+ﬁ3 V+B4)-v (18)

Apskai¢iuojame funkcijg vieneto aplinkoje, t.y. paskai¢iuojame (18) lygtj kai v=1, bei tiklig nagrinéjamo
integralo reikSme:

Gy(v)=1e +(131 1348, 1248, 1+ﬁ4).1~e—12 —(Bl 1348, 1248, 1+ﬁ4)-1:0,7472 (19)
1

F(v)= e dt=07471 (20)
0

Gauname, kad paklaida yra lygi: |O,7472 -0,7471| =1-10"*
Nubraizome grafika, kuris parodo paklaida tarp integralo F(v) tikslios ir aproksimacinés formuliy, kai ve(O; 3)
(1. Pav.).



09 F(v) —

0,6

k)

0.4
0.2

kS

W

1. Pav. Fukcijos F(n) ir jos artutinés formulés Go(n) grafikai

Pasinaudoj¢ (14) ir (15) formulémis, mes paskiCiuojame santyking paklaida, kuri parodo gautos aproksimacinés
formulés tikslumg. Skaiiavimo rezultatai pateikiami 1 lentel¢je. Skaiciavimus atlickame matematinio paketo
,Maple 10 pagalba.

1 lentelé. Formulés F(n), aproksimacijos tikslumo tyrimas

5 Maksimali paklaida Maksimali paklaida Maksimali
Zingsnis 3 taskai 4 taSkai santykiné paklaida

0,1 6,622890 10 9,16829759 -10° 1,03467059

0,01 6,622890 10 9,17075497 -10°® 1,03494016

0,001 6,622898 107 9,17152975 -10°° 1,03502987

0,0001 6,622899 107 9,17153524 -10°° 1,03503072

0,00001 6,622899 10 9,17153528 -10°° 1,03503073

0,000001 6,622899 10 9,17153528 -10°° 1,03503073

Taip pat nagrinéjome neintegruojama integralg T(rn):
A%
K(v)= jcos(t2>jt (21)
0
Pritaike i$vestg bendrajg aproksimacinés formulés iSrai$kg integralui (13) ir atlike visus skai¢iavimus gavome
integralo T(n) aproksimacine formulg:
G, :v-cos(vz)+v~cos(v2)~ﬂ(v)—v~[>’(v) (22)

Nubraizome grafika, kuris parodo paklaida tarp integralo K(v) tikslios ir aproksimacinés formuliy, kai v e (O; 2)
(2. Pav.).
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2. Pav. Fukcijos K(v) ir jos artutinés formulés G,(v) grafikai

Pasinaudoj¢ (21) ir (22) formulémis, mes paski¢iuojame santyking paklaida, kuri parodo gautos aproksimacinés
formulés tiksluma. Skai¢iavimo rezultatai pateikiami 2 lenteléje.



2 lentelé. Formulés K(), aproksimacijos tikslumo tyrimas

Zingsnis MakS|‘r‘ntaalgl£);klalda Santykiné maksimali paklaida
0,1 9,53561- 102 1,64722
0,01 9,95186- 10 1,71397
0,001 9,95283- 10 1,71405
0,0001 9,95283- 10 1,71406
0,00001 9,95283- 10 1,71406
0,000001 9,95283- 10 1,71406

ISvados

1. I$nagrinéti integralai, kurie iSreiksti specialiosiomis funkcijomis. Jiems pritaikius Darbu formule, sukonstruotos
specialyjy funkceijy aproksimacijos.

2. Atlikti gauty aproksimaciniy formuliy skai¢iavimo eksperimentai, kurie rodo, kad gauty formuliy tikslumo
jverciai nevirsija 2 % .
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APPLICATION OF DARBOUX FORMULA FOR CONSTRUCTION OF APPROXIMATIONS OF INTEGRALS
|. Kulbyté

Summary

Examined of integrals to express the special functions, who is not expressed elementary functions and presented their examples.
Functions approximations construct apply Darboux formula. Served the construction of special functions approximations and discuss
the carry out investigations formulas approximations, set formulas accuracy estimates.

Keywords: Special function, approximation, asymptotic expansions, Darboux formula.


http://mathworld.wolfram.com/about/author.html
http://mathworld.wolfram.com/DarbouxsFormula.html
http://alglib.sources.ru/specialfunctions/

MATEMATINIS MODELIAVIMAS
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MEDINIO REMO SKAICIUOJAMOSIOS
SCHEMOS PARAMETRU TYRIMAS

Irena Naus

Vilniaus Gedimino Technikos Universitetas
El. pastas: irena.naus@gmail.com

Anotacija. Nagrin¢gjama medinio rémo skai¢iuojamosios schemos
parametry jtaka rémo medziagos kiekiui. Apzvelgti du matematiniai
modeliai. Pirmuoju atveju nebuvo atsizvelgta j klupdymo salyga, o
antruoju atveju modelis papildytas lygtimis, kuriomis yra
atsizvelgiama | gegnés stabiluma. ISnagrinéti ir palyginti du
netiesinio programavimo metodai. Pateikti iSspresty modeliy
rezultatai, kurie leidZia pasirinkti optimalias parametry h (rémo
elemento sta¢iakampio aukstis) ir H (rémo aukstis) reikSmes.

Reik§miniai ZodZiai: medinis rémas, konstrukcija, netiesinis
optimizavimas, netiesinis programavimas, trijy Sarnyry rémas,
gegné, klupdymas, kirpimas, gniuzdymas.

Tiriamos problemos aktualumas

Stabiliy, saugiy ir optimaliy jvairiy konstrukcijy projektavimas
yra aktuali problema visais laikais. Egzistuoja optimizavimo
metodai, kurie realizuoja projektuotojy siekius. Optimizavimo
uzdaviniai — pirmas konstrukcijy optimalaus projektavimo etapas,
pagristas matematinio modeliavimo metodais. Pagrindinis siekis —
suprojektuoti  optimalig  konstrukcija, kuri tenkinty visus
eksploatacinius reikalavimus. Norint skai¢iavimg pritaikyti realioms
konstrukcijos, biitina optimizavimo uzdaviniy matematiniuose
modeliuose kuo tiksliau jvertinti konstrukcijos medziagos savybes,
iSorinius poveikius ir kitus veiksnius. IS dalies tai pasiekiama,
jvertinus medZziagos savybes, kuriy jvairove pasiZymi statybinés
konstrukcijos. Matematinio programavimo metodus taikant patogu ir
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efektyvu modeliuoti konstrukcijos projektavimg atsizvelgiant |
normatyvinius konstrukcijos darbo reikalavimus. Statyboje labai
svarbu naudoti lengvas, didelés laikomosios galios konstrukcijas.
Medinés konstrukcijos yra vienos i§ jy. Mediena — seniausia natirali
statybiné medziaga, placiai naudojama ir Siandien. Mediena yra labai
stipri ir gerai prieSinasi smigiams.

Misy nagrinégjama modelj galima pritaikyti realioms
konstrukcijoms. Darbe nagrinéjami matematiniai modeliai, bei gauti
rezultatai, padeda sumazinti statybiniy medziagy sanaudas. Parinktas
matematinis optimizacijos modelis leidzia sukurti optimalias
konstrukcijas, naudojant maziau statybiniy medziagy, bet i$laikant
statinio stabiluma.

Literaturos analizé

I literatiiros apzvalgos aisku, kad mediniy rémo optimizavimo
modeliai yra brandi sritis.

Akademikas A. Cyras sukiiré mechanikos mokykla Lietuvoje,
kurioje  iSskirtinis démesys buvo skiriamas  matematinio
programavimo metody taikymui konstrukcijoms optimizuoti. Sis
tyrimo metodas buvo novatoriSkas ne tik Ryty Europoje, bet ir
tuometinéje Soviety Sajungoje. Jo sukurta mokykla sékmingai tgsia
tyrimus ne tik Lietuvoje, bet ir uzsienyje. Tarp jy atstovy paminétini
Vilniaus Gedimino technikos (VGTU) mokslininkai A. Cizas,
R. Kac¢ianauskas, R.BauSys, taip pat A. Borkowski, dirbantis
Lenkijos moksly akademijoje (Norkus, 2006: 2).

Nuo pirmojo Heyman (1958) darbo, kuriame minimizuotas
réminiy konstrukcijy svoris pagal klasikinius optimalumo Kkriterijus,
paskelbti tik pavieniai darbai ir atlikti pavieniai tyrimai. Heyman
iteraciné skai¢iavimo metodika véliau buvo pritaikyta keliy kity
autoriy (pvz., Cohn ir Parimi 1973; Konig 1975; Borkauskas ir
Atkocitinas 1975; Save ir Prager 1985; Nguyen ir Morelle 1990).
Skaitinés programos, pagrjstos optimalumo Kriterijumi (Rozvany
1989), buvo iSplétotos ir taikomos tam tikriems konstrukeijy tipams
(Gianbanco ir kt. 1994 a,b; Gianbanco ir Palizzolo 1995; Tin-Loi
2000; Kaliszky ir Logo6 2002) (Mirkeviciute, 2005: 21).

Optimizavimo klausimai gana iSsamiai iSnagrinéti V.A.
Permyakov ir V.A. Glitin straipsnyje ,Trijy Sarnyry rémo

2



optimizacijos taikymas su kintamais standumo elementais®.
Straipsnyje pateikiamas rekomendacijas dél jvairios plieniniy
karkasy paskirties pastaty, kurivos sudaro trys Sarnyry sujungtos
dalys, optimizavimo metody.

V.P. Jarcev, O.A. Kiseleva straipsnyje ,,Mediniy konstrukcijy
projektavimas ir testavimas“ apraSyti skaiiavimo metodai ir
atraminiy struktiry bandymai. Darbe nagrinéjamos medinés sijos,
dviejy ir trijy Sarnyry rémai, klijuotinés medienos arkos.

Amerikos misko ir popieriaus asociacija, ,,Informacija apie
tradicines medinio rémo konstrukcijas“. Leidinyje pateikiama
pagrindiniai reikalavimai medinio rémo statybai ir informacija, kuri
padeda statant ir tikrinant medinio rémo ilgaamziSkumag ir
efektyvuma.

Darbo tikslas

ISnagrinéti medinio rémo skaiciuojamosios schemos parametry
jtaka rémo medziagos kiekiui, pasitlyti racionaliausius schemos
parametrus.

Tiriama mediniy rémy parametro—aukscio H jtaka medziagos,
reikalingos rémui pagaminti, kiekiui (medienos tariui). Rémo tipas
parodytas 1 paveiksle.

1 pav. Nagrinéjamas rémo tipas
Fig. 1. The present frame type

Apibrézkime pradines prielaidas. Rémo elementy skerspjiivis
sta¢iakampis (2 pav.). Skerspjivio plotis b pasirenkamas ir gali biti
6,0; 10,0; 12,0; 14,0; 16,0; 18,0 cm. Rémo anga L pasirenkama ir
gali biiti 6,0; 9,0; 12,0; 15,0; 18,0; 21,0 m.

Apkrova g apskaic¢iuojama pagal stogo dangos konstrukcijg ir sniego
apkrova.



SkaiCiuojant atsizvelgiama j lenkimo momento, aSinés ir skersinés
jégos poveiki.
b

|
[~

7

2 pav. Rémo elementy skerspjiivis staéiakampis
Fig. 2. Frame elements cross-section rectangle

h

SkaiCiavimai atliekami pagal STR 2.05.07:2005 Mediniy
konstrukcijy projektavimas reikalavimus.

Trijuy Sarnyro rémo — gegniuy geometrijos tyrimas
Darbe nagriné¢jama medziagos tiirio minimizavimo uzdaviniai:
2
V:b.h.Lg.zzz.b.h. H“{%} (1)

Su stiprumo sglygomis:
e antrojo pjiivio lenkimas su gniuzdymu;
o= % +\\/'\sz\ < 15 (1 kKlupdyma neatsizvelgiama) (2)

(atsizvelgiama j klupdymag)*  (3)

N M
A W

w

2
1—0,8(ij Kai...2 <70, (4)
100

~ 13000

a2

<f

kai...A > 70
e pirmojo pjuvio kirpimas
= 1,5@ < f,s )
A
e pirmojo pjivio gniuzdymas

oMl (6)
A

! Stabilumo netikimas, strypo islinkimas, jam netenkant tiesios pusiausvyros formos vadinamas
klupimu.

2 Klupumo koeficientas ¢ rodo, kiek karty reikia sumazinti skai¢iuojamajj stipri, kad
uztikrintume saugy gniuzdomojo strypo darba.
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Cia |, — gegnés ilgis, N — aSinés jégos, M — lenkimo momentai, Q
— skersinés jégos, A — rémo elementy staciakampio skerspjiivio
plotis, Wy — atsparumo momentas, ¢ — klupumo koeficientas, 1 —
gegnes liaunis, f_ — Kirpimo stipris.

Suformuluotas uzdavinys virsta netiesiniu optimizacijos
uzdaviniu, kuris i§sprendziamas dviems biidais. Uzdavinio kintamieji
yra h ir H, kiti dydziai zinomi. Taigi, miisy netiesinio optimizavimo
uzdavinys atrodo taip:

2-b-h- H2+(gj — min (7)
Apribojimai:

2 3 , (LY

"{ﬁ*%}j“\/” (3) _ (beKlupdymo);  (8)
b-h b-h? B

0,375~q-L\<f _ 9)
b-h T
L2

R (10)
b-h <f

Antras patikslintas uzdavinys skiriasi nuo pirmo, kad pirma
salyga (antrojo pjuvio lenkimas su gniuzdimu) pakeiciame kita, kur
atsizvelgiame j klupdyma:

IS
8H 2

bh 2
5
N I L

b-h

Netiesiniams matematinio programavimo uzdaviniams spresti
yra daug algoritmy (Himmelblau 1975; Vanderplaats 1984;
Schittkowski 1994 ir kt.). Kiekvienas metodas turi savy privalumy ir
trakumy, bet néra tokio, kuris tikty absoliu¢iai visiems atvejams.
Sprendinio algoritmas priklauso nuo uzdavinio formuluotes ir
vartotojo (D. Mirkeviciuté, 2005: 22).

Sie optimizavimo uZdaviniai sprendziami dviems badais:

e tiesinio aproksimavimo metodu;
e gradiento projektavimo metodu (Rozeno metodas).

(11)
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Tiesinis aproksimavimo metodas

Tikslo funkcija ir kiekviena salyga aproksimuojamatiesiskai,
taikant Teiloro eilute tasko x® aplinkoje.
Pritaikius algoritmg uzdaviniui gauname:
x=(h,H);
F(x©)+VTF(x@ Jx-x@)
gl(x(") )+ v’ gl(x“’) Xx - x("))s 0;
9,(x@)+ v g, (x fx-x)<0;
g3(x‘°) )+ v’ g3(x<°) Xx —x© )s 0.
¢ia F — tikslo funkcija, 0 g ,g,,g, — netiesinés salygos: antrojo

(12)

pjuvio lenkimas su gniuzdymu, pirmojo pjuavio Kirpimas, pirmojo
pjivio gniuzdymas atitinkamai. Kadangi F(x®), v'F (x®), g,(x"),

v'g,(x®) pastoviis vektoriai arba konstantos, kuriy reikSmiy galime

surasti taske x®, tai $i uzduotis tampa tiesinio programavimo
uzdaviniu. ISsprendus uzdavinj nustatoma, kad funkcija F igyja
minimuma taSke x®. x©. Toliau pakei¢iama x® ir vél sprendziamas
uzdavinys. Taip gaunama seka sprendiniy, kuri konverguoja j pirmo
uzdavinio sprendinj. Gautas rezultatas taskas x® yra apytikslis
pradinio optimizavimo uzdavinio sprendinys. Matematinio Maple
paketo skaiCiavimo pavyzdys parodytas 3 pav.

.

01 02 03 04 03
h
3 pav. Skai¢iavimo pavyzdys®
Fig. 3. Calculation Example

% mélyna spalva pavaizduota pirma salyga, ty. antrojo pjiivio lenkimas su

gniuzdymu;
o  raudona spalva pavaizduota antra salyga, t.y. pirmojo pjiivio kirpimas;
geltona spalva pavaizduota trecia salyga, t.y. pirmojo pjivio gniuzdymas.
o taskai rodo sprendinio artéjimg prie minimumo.

6
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Gradiento projektavimo metodas (Rozeno metodas)

Gradiento metodu buvo sprendziamas uzdavinys atsizvelgiant |
gegneés klupdyma. Rozeno projektuojamyjy gradienty metoda galima
taikyti, kai tikslo funkcija, apribojimai yra tiek tiesiniai, tiek
netiesiniai. Sio minimizavimo metodo privalumas yra greito
nusileidimo metodas.

Pasirenkamas bet koks taskas X" i galimos srities. Tada
nustatoma kryptis

§k) — RVf (X(k)) )

TRt
Sia p=1-A"(AAT) A
Matrica P, vadinama projekcing, | — vienetiné matrica, matrica Ay -
aktyviis apribojimai).
Surandamas maksimalus A
(1= max{ﬂ‘x“‘) + 5% R}, Cia R={xg,(x)>0,i=1..p}), kuris neiSeity i3

srities ir skai¢iuojamas su kurio A0 funkcija jgyja minimalig
reik§me, t.y. minimumg. Tokiu biidu skai¢iuojamas kitas X
(x® D = x4 20080 Ir veél kartojama procediira, kol neatsiduriama
prie apribojimy.

Matematinio Maple paketo skaiiavimo pavyzdys parodytas 4
pav.

=

0,05 010 015 020 025 030
h

4 pav. Skai¢iavimo pavyzdys
Fig. 4. Calculation Example



Gauti rezultatai

»  Analizé atlickama pagal tiesinio aproksimavimo metodu
gautus rezultatus atsizvelgiant j klupdyma ir be klupdymo.

Pasirinkama apkrova q=2,5 kN/m?, L=9 m, b=0,18 m, f=12 MPa,
fs=2,5 MPa, iteracijy skai¢iy k=25, x»=(0,5;2) ir 6 =0,2.

Vienu atveju (kai j klupdyma nebuvo atsizvelgta) gaunama, kad:

e h=0,1408 ir H=1,203. Funkcijos reiksmé f (h,H) = 0,2361m?;

kai atsizvelgiama j klupdyma, tai:

e h=0,1588 ir H=1,203. Funkcijos reikSmé

f(h,H)=0,2663 mé,

Rémo elemento staCiakampio aukstis su klupdymo salyga
padidéja 0,0179 m, kai stogo aukstis liko toks pats, o tiris padidéja
0,0302 m?®,

Fiksavus gautas h reikSmes ir didinant aukstj H gaunama, kai
neatsizvelgius j klupdyma, tiiris po 10 iteracijy padidéja 1,7 dm3, o
atsizvelgiant j klupdyma, tiiris padidéja 2 dm®.

»  Tiesinio aproksimavimo metodo ir gradienty metodo
palyginimas.

Pasirenkama g=2,5 kN/m?, L=9 m, b=0,18 m, f=12 MPa, f=2,5
MPa.

Nustatyta, kad minimumas tiesinio aproksimavimo metodu
pasiekiamas atlikus 37 iteracijy skai¢iy, o gradienty metodu prireiké
tik dviejy iteracijy. Gautas gradienty metody minimumas yra
mazesnis, nei tiesinio aproksimavimo metodu gautas rezultatas (1
lent.).

1 lentelé. Metody palyginimas

H Tiiri. Tari
Metodai k | h(m) s e
(m) (m®) skirtumai
Tiesinio aproksimavimo
1ESINIO aproxsimavt 37 | 0,165 | 0,800 | 027183
metodas 0,00525
Gradienty metodas 2 | 0,159 | 1,198 | 0,26658

e Tirio ir metody palyginimas prie skirtingy rémo angos L
pavaizduotas 2 lenteléje.



2 lentelé. Tario ir metody palyginimas

Tiesinio aproksimavimo

L o b metodas Gradienty metodas T_ﬁrio
(m) X (m) hm) | H (m) Tiris h(m) H Taris Sk';tium
(m*) (m | (m)
(0,3;1) | 0,06 | 0,186 | 0,604 | 0,068 | 0,179 | 0,996 | 0,067 | 0,00049
0,3;1) 01 | 0,143 | 0,616 | 0,087 | 0,138 | 0,995 | 0,087 | 0,00005
6 0,3;,0,8) | 0,12 | 0,135 | 0,470 | 0,098 | 0,128 | 0,796 | 0,095 | 0,00301
0,31 |014 | 0,122 | 0602 | 0,104 | 0,118 | 0,995 | 0,104 | 0,00009
(0,3;,0,8) | 0,16 | 0,115 | 0,583 | 0,112 | 0,112 | 0,795 | 0,111 | 0,00121
0,3;,0,8) | 0,18 | 0,115 | 0,402 | 0,124 | 0,106 | 0,795 | 0,118 | 0,00634
0,3;1,2) | 01 | 0,217 | 0,802 | 0,198 | 0,209 | 1,198 | 0,194 | 0,00388
0,312) | 0,12 | 0,199 | 0,809 | 0,218 | 0,192 | 1,198 | 0,214 | 0,00379
9 | (0312 |014 | 018 | 0,802 | 0,237 | 0,179 | 1,198 | 0,233 | 0,0039
0,3;1,2) | 0,16 | 0,275 | 0,802 | 0,255 | 0,168 | 1,198 | 0,250 | 0,00507
0,3;1,2) | 0,18 | 0,165 | 0,802 | 0,271 | 0,159 | 1,198 | 0,266 | 0,00539
0,3;16) | 0,12 | 0,259 | 1,363 | 0,382 | 0,256 | 1,599 | 0,381 | 0,00099
1 (0,3;1,6) | 0,14 | 0,244 | 1,202 | 0,418 | 0,238 | 1,599 | 0,413 | 0,00429
(0,3;16) | 0,16 | 0,229 | 1,211 | 0,448 | 0,224 | 1,599 | 0,445 | 0,00369
(0,3;16) | 0,18 | 0,217 | 1,204 | 0,478 | 0,212 | 1,599 | 0,473 | 0,00455

e Maksimalus stogo aukstis, kai pasirinkta tam tikra rémo anga
pavaizduotas 3 lenteléje.

3 lentelé. Maksimalus stogo aukstis

H
L Tiaris
Metodai h (m) H (m) 3 max
m m
(m) ) |
Tiesinio aproksimavimo
metodas (be klupdymo 0,142 0,81 0,233 | 1,83
salygos)
e - - 9
Tiesinio aproksimavimo
metodas (su klupdymo 0,165 0,802 | 0,272 | 3,52
salyga)




. H
Metodai L h (m) H (m) Taris max
(m) (m?) (m)

Gradienty metodas 0,159 1,198 | 0,267 | 2,65
Tiesinio aproksimavimo
metodas (be klupdymo 0,189 1,121 | 0,272 | 2,46
salygos)
Tiesinio aproksimavimo 12
metodas (su klupdymo 0,217 1,204 | 0,478 4,3
salyga)
Gradienty metodas 0,212 1599 | 0,474 | 3,53
Tiesinio aproksimavimo
metodas (be klupdymo 0,235 1,395 0,646 | 2,87
salygos)
Tiesinio aproksimavimo 15
metodas (su klupdymo 0,279 1,204 | 0,763 | 6,27
salyga)
Gradienty metodas 0,27 1,6 0,745 | 5,18
ISvados

1. Sprendziant uzdavinj nustatyta, kad svarbiausia yra pirmoji
saglyga (antrojo pjavio lenkimas su gniuzdymu). Tuomet Kitos dvi
salygos (pirmojo pjtvio kirpimas ir pirmojo pjiuvio gniuzdymas) yra
automatiskai iSpildamos.

2. Rémo elemento staCiakampio aukS$tis atsizvelgiant |
jklupdyma padidéja beveik 2 cm, kai stogo aukstis liko toks pats,
tiiris padidéja 0,0302 m?®,

3. Prie tam tikry pasirinkty parametry tiesinio aproksimavimo
metody minimumas pasiekiamas atlikus 37 iteracijy skaiciy, o
gradienty metodu prireikia tik dviejy iteracijy. Gradienty metody
minimumas yra 0,00525 m3 mazesnis, nei tiesinio aproksimavimo.

4. Darbe i8nagrinéti du uzdaviniai leidzia pasirinkti optimalius
parametrus h (rémo elementy staciakampio aukstis) ir H (rémo
aukstis) reikSmés.
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THE RESEARCH OF THE PARAMETERS OF
CALCULATING SCHEME FOR WOODEN FRAME

I. Naus

Summary

A computational scheme for a wooden frame and the frame parameters
on quantities of material are presenting in the article. We review two
mathematical models. The first case was not taken into buckling condition
and the second case, equations were added to the model, which takes into
account the stability of the rafters. We examined and compared two non-
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linear programming techniques. We present the solutions of the models,
which allows us to select the optimal parameters h (the height of the
rectangular frame elements) and H (height of frame) values.

Keywords: wood frame, construction, non-linear optimization, non-linear
programming, a three-hinge frame, truss, buckling, shearing, compression.
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MATEMATIKOS MOKSLINIU STRAIPSNIU
KLASIFIKAVIMO MODELIAVIMAS

Julija Sliachtovi¢, Andrius Simonélis, Jelena Lavcel
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Vilniaus Gedimino technikos universitetas, sim.andrius@gmail.com
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Anotacija. Nagrinéjame matematikos mokslinius straipsnius ir ban-
dome nustatyti publikacijos sritj. Sudaréme raktiniy Zodziy zZodyna ir
atlikome moksliniy staipsniy informacing analiz¢: nustatéme mate-
matiniy terminy, priskirty moksliniuose straipsniuose, skaiciaus sta-
tistikg bei daznio sumg, raktiniy zZodziy entropija ir apskaiiavome
straipsniy ,,atstumus* vieng iki kito. Atlikome, skai¢iavimui naudo-
jamos, programos testavima.

Ivadas

Per visag matematikos mokslo istorijg i$leisty moksliniy darby
apimtys skai¢iuojamos desimtimis milijony puslapiy. Siuose darbuo-
se sukauptos zinios, kuriy efektyvus valdymas yra ne Siaip svarbus
uzdavinys, bet viena pagrindiniy mokslo kaip prasmingos veiklos
salygy. Ziniy valdymas suprantamas kaip rinkinys veikly, kurios lei-
dzia atpazinti, tvarkyti, kurti bei platinti zinias tam, kad jas biity ga-
lima atkartoti, mokyti ir jsisavinti. Sios veiklos forma visada egzista-
vo mokslo pasaulyje, taciau paskutiniy deSimtmeciy pokyciai kom-
piuterijos bei komunikacijy srityse atvéré naujas galimybes, o tai
salygojo naujy reikalavimy bei tiksly iskélima.

Mokslo ziniy valdymo problemy rate automatinis teksty, ypa¢ —
moksliniy, klasifikavimas yra vienas aktualiausiy uzdaviniy. Dabar
tai, kg paprastai atlikdavo pats teksto autorius, pvz., nurodydamas
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raktinius zodzius ar i§vardindamas mokslo sritj apibiidinancius stan-
dartinius klasifikatoriy kodus, gali atlikti arba bent jau padéti atlikti
automatiné sistema. Rezultatai neprivalo buti apriboti ir fiksuoti — jie
gali kisti, priklausomai nuo konkreciy sistemos poreikiy.

Siame straipsnyje nustatomas matematiniy terminy, priskirty
moksliniuose straipsniuose, skaiciaus statistika bei daznio suma, rak-
tiniy Zodziy entropija, straipsniy ,,atstumas® vieno iki kito ir atlieka-
mas programos testavimas.

Antrajame skyriuje apzvelgiami susij¢ darbai mokslo publikaci-
ju automatino klasifikavimo uzdaviniams spresti. Treciajame skyriu-
je pristatoma programa ir jos testavimo rezultatai. Ketvirtajame sky-
riuje aprasomas atliktas eksperimentas, iliustruojantis rezultatus.

Susijusiy darby apZvalga

Publikacijy klasifikavimas yra viena i§ svarbiy mokslo teksty
tvarkymo veikly, sudaranciy galimybes kaupti, ir, kas svarbiausia,
esant poreikiui surasti bei panaudoti mokslinés informacijos ir Ziniy
fragmentus. Rankinis $io darbo atlikimas ne tik neefektyvus ir nesu-
détingas, bet ir neprasmingas dabartiniy techniniy galimybiy kon-
tekste [1]. Todél disertacijoje nagrin€¢jama specifinio mokslinio turi-
nio automatinio klasifikavimo problema.

[1] darbe yra pasitlyti ir iStirti matematiniai klasifikavimo me-
todai, paremti statistine mokslo terminijos pasiskirstymo tekstuose
analize, kuriuos biity galima taikyti taikomajam mokslo publikacijy
klasifikavimo uzdaviniui spresti.

Atliktas eksperimentinis tyrimas parodé, kad teksto elementy
(zodziy, fraziy), kuriuos atitinkantys skaitiniai pozymiai reprezentuo-
ja dokumentus, aibés parinkimas stipriai jtakoja algoritmy rezultatus.
Naudojant i§ tyrimams naudotos publikacijy duomeny bazés sudaryta
mokslo terminijos (pavieniy zodziy ir fraziy) zodyng gautas apie 5-
10 % didesnis tirty klasifikavimo algoritmy tikslumas, nei naudojant
jprastg visy kalbos zodziy sutinkamy straipsniy tekstuose, Zodyna

[1].



Disertacijoje prieita iSvados, kad moksliniams tekstams klasifi-
kuoti skirty specialiy algoritmy néra, paprastai tyrimuose ir prakti-
niuose taikymuose naudojami jprasti bendrinés kalbos teksty klasifi-
kavimo metodai.

Panagrinékime kita straipsnj. [2] darbe buvo atlikta matematikos
moksliniy straipsniy informaciné analizé pagal temas ir iSmatuotas
panasumo lygis. [2] straipsnio autorius Siam uzdaviniui spresti pasiii-
¢ automatinj indeksavima, kai kompiuteris ieSko tekste raktiniy zo-
dziy. Autoré sukiiré pakankamai didelj raktiniy Zzodziy Zodyng ir
skaiCiavo §iy terminy ir jy variacijy daznius. Tam panaudojo specia-
liai sukurta programa, kuri leido pabandyti jvertinti straipsniy ,,ar-
tumo* laipsnj. Autoré patikrino tris metrikos aksiomas:

1. simetriSkuma

2. trikampio nelygybe

3. maksimumas lygus 2.

Atlikus tyrimus, gautos iSvados, kad reikia atsizvelgti | zodziy
kombinacija, praplésti zodyna, atlikti eksperimentus su kitomis met-
rikomis. Norédami tobulinti, reikia daugiau démesio skirti Zodyno
sudarymui [2].

Tyrimas

Tyrimui panaudojome programa, kurig parasé Vilniaus Gedimi-
no technikos universiteto studentas Andrius Simonélis. Si programa
leidzia lyginti straipsniy informatyvuma.

Programa parasyta C# programavimo kalba. 1§ panaSiy progra-
my (MS Word, Excel ir kt.) iSsiskiria patogumu, lankstumu, bei su-
derinamumu su kitomis programomis (galima paruosti teksta kitoms
programoms apdorojimui). Be to visi kada nors gauti rezultatai nu-
matomi saugoti duomeny bazéje.

Programos pagalba galima nufiltruoti jvestus simbolius, ar fra-
zes, importuotas i§ iSorinio failo. Taip pat programos pagalba galima
jvesti laukus, kuriems reikia priskirti Zodj ar frazg i§ teksto. Biitina
nurodyti simbolius, kaip nurodyta frazé bus i$skirta tekste i§ priekio

3



ir i§ galo. Tokiy lauky kiekis yra ribotas iki 1000. Apdorojant teksta
sukuriamas naujas failas, kuriame visos rastos frazés, nepriklausomai
kartojasi jos ar ne, yra i§skirtos. Si programos savybé sudaro salygas,
teksto apdorojimui panaudoti ir kitas programas.

Kolkas viena svarbiausiy programos galimybiy yra zodziy daz-
niy sudarymas, be to Zodziy sgrasas yra importuojamas i§ iSorinio
failo, kas yra iSties patogu.

Gauti rezultatai yra atvaizduojami kompiuterio ekrane, taip pat juos galima
jrasyti j iSorinj faila.

Isijungus programa biitina nurodyti mokslinj straipsnj TXT for-
mato, tai galima padaryti Meniu pasirinkus Failas->Nurodyti pradinj
failg (1 pav.)

s
Failas | Irankiai Statistika

I Murodyti pradinj faila...
Murodyti laukus...
Murcdyti filtra...

Murodyti pakeitimus...
IEsaugoti laukus...

[E=saugoti filtra...

[Esaugoti pakeitimus...

1 pav. Failas

Pasirinkus i$ meniu Statistika -> Pagrindin¢ statistika, atsiradu-
siame lange (2 pav.), kur galime iSkarto rinktis meniu punktg skai-
iuoti, taciau tuomet rezultaty lange matysime tik kelis laukus pag-
rindinés teksto statistikos (teksto ilgj, zodziy skaiCiy, ir t.t.).

Vienas svarbesniy dalyky ¢ia yra Importuoti, nes ¢ia mes galime
importuoti papildomus zodzius ar frazes i§ TXT failo. TXT faile
kiekvienas naujas Zodis turi prasidéti i§ naujos eilutés, o visos jo va-
riacijos turi biti toje pacioje eilutéje atskirtos kableliais.



1- Pagrindiné statistika E'@

Importucti  Skaiciuoti  Esaugoti

2 pav. Pagrindiné statistika

Pasirinkus analizuojamg teksta, kuris turi bati TXT formato ir
importavus raktiniy Zodziy failg skai¢iuojame kiekvieno zodzio skai-
¢iy tekste (3 pav.).

o Pagrinding statistika [=n O

Importucti  Skai¢iuoti  IEsaugoti

Teksto ilgis Be tarpy Zodziy skaiius
19645 12434 7267
collocation equation Fredholm

17 36 2

function arid integral

7 0 1

interpolation kemel linsar

0 2 1

method nonlinear numerica

28 8 2

3 pav. Rezultaty vaizdavimas

Pries pateikiant programa vartotojui testavimas yra bitinas. Pa-
sirenkame palaipsninj testavimg. Testavime naudojami atsitiktiniai
duomenys t.y. i§ 21 iSrinkti 7 straipsniai ir 9 Zodziai, kurie yra pris-
kirti bent vienam straipsniui. Straipsniy apimtis siekia iki 300 zodZiy.
Programa patikrinama apskaiciuojant Zodziy pasikartojima straipsny-
je rankiniu buidu.



1 lentelé. Daznio suma apskaiciuota su progra-

11 2] 6| 7| 10 (12| 14

equation 9 6| 2|5 6 3 2
grid 1 [ 2 1[4
integral 3 9 3 3 P
kernel 1 3 3 1 4
method 4 112 1 G 1 4
numerical 1 1] 2
polynomial | 1 1 113 4 5
singular 1 5 1

ma _sclution 1151 2 4

2 lentelé. DazZnio suma apskaiciuota rankiniu bii-

1 2 ] T 10 [ 12 ] 14
equation 9 7] 2 3 6 3 2
grid 1 2 1 4
integral 3 9 3 3 2
kernel 1 3 3 1 4
method 4 12 ] 1 B 1 4
numerical 1 1 2 1
polynomial | 1 1 1 3 4 3
singular 1 3 2
dy_solution 1 3 2 4

Tyrimo metu sukurta programa negali atlikti funkcijos pagal is-
keltus reikalavimus:
- 2-ame straipsnyje neranda visy zodziy ,, equation” ir jo va-
riacijy,
- 10-ame straipsnyje neranda zodziy ,, Singular “ ir jo variacijy
., singularity”.

Eksperimentas

Sukuriame pakankamai didelj raktiniy Zodziy zodyna, kuris turi
biti sudaromas i§ terminy ir jame neturéty biiti bendrinés kalbos Zo-
dziy. Zodyng sudaro 295 7odziai. Paimame kiekvieng straipsnj atski-
rai ir skai¢iuojame terminy ir jy variacijy daznius. I$ Sity dazniy su-

— N
darome kiekvienam straipsniui vektoriy X=0£,>%, - . Gauna-
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me diskretinj informacijos Saltinj ir apskai¢iuojame entropijg. Tam
gautus duomenys normuojame, tai yra sudaryta vektoriy padaliname

X
i$ rasty zodZiy sumos o apskaciuojame kiekvieno straipsnio ent-

ropija.
Tam apskaic¢iuojame santykinius daznius
o G
=, ®

&a: di - 70dziy dazniai; d - dazniy suma, kuria skaiGiuojama pritai-
kius formule

Toliau apskai¢iuojame entropija pagal formulg
E=2>p-Im, )
[==1

¢ia: Py - santykinis daznis; E - entropija.
Jei zodziy beveik nesutikome, gausiname maza entropijg. Entro-

1
pijos maksimumas galimas, kai turime e Jei imame Kitus straips-

nius, kuriy vektorius toks pat, tai jie yra identiski, tai yra gauname
tiek pat informacijos. Miisy atveju entropija yra rodiklis, kai gauna-
me informacija apie straipsnj

Kitas tyrimo zingsnis yra atstumo skaiCiavimas. Skai¢iuojame
straipsniy ,,atstumus* vieng iki kito pasinaudojus Hemingo atstumy
formule

%ébf(ﬁd; @3)

gia:  X=098->h) - vieno straipsnio  dazniy vektorius;
< N
V=045 - M - kito straipsnio dazniy vektorius.
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Eksperimenta atlikome su 43 straipsniais. Pasinaudoj¢ progra-
ma apskaic¢iavome kiek karty zodis pasikartoja kiekviename i§
straipsniy ir kiekvieno straipsnio daznio sumg. Duomenys patalpi-
nome j Excel faila (3 lentel¢), apskai¢iavome santykinj daznj pagal
(1) formulg, sudaréme kiekvienam straipsniui vektorius, sudarytus i$
dazniy, normavome juos ir apskai¢iavome kiekvieno straipsnio ent-
ropija, pasinaudojus (2) formule.



3 lentelé. Zodziy skaiCius ir daznio suma straipsniuose

0201-002-003-007-002-J01-q12-q01-9q02-407-d07-q09-Gpdejnonpdyb
tend 2 1
term 5 4 2 2 1 2
theorem 171 11 2/ 1 3] 6 5 1
thin K
time 7 4 3 4 5 10 3 T 10 37 35 1
tool 1

torsional
trajectories, 2
transformation 2 1 4] 10 2 1 2
translation
travel 1
traveling 1 3
truncation, I 1
uniform !’ 3 2 1]
unique, 44 1 9 1 gl 11 I 1 il
unstable, 1 3 1
variable 1 3 3 1 2 17
vector, vectorial, 2 2] 4 il
velocities 5

Whitham's
ZeTo

H
N
N
—
.
H
H N H
N
N
-
N

204

d=
entropijaf
(straipsnio)

65% 3,69 1312
66% 3,77 273
68% [3,85 1320
67% 3,93 215
64% 3,62 §145
66% 3,77 526
65% 3,67 189
68% [3,85 238
75% 4,29 355
62% 3,55 233
69% 3,91 210
70% 3,96 399
66% 3,76 130
57% 3,25 161

53% B

Kitas tyrimo zingsnis normuoti vektoriy ilgius ir apskaiciuoti
straipsniy ,,atstumus® vieng nuo kito, pasinaudojus (3) formule.
Gauname 4 lentele



4 lentelé. Atstumy tarp straipsniy lentelé

000 0005 0007 0009 0012 010201030108 01100201 geoc ekor vady

0003-001 o7 16 15 11 18 15 16 1,7 14 1.8
0005-001 15 14 11 18 15 16 1,7 14 1,7
0007-007 13 15 17 12 17 18 13 16
0009-019 13 1,7 14 14 16 13 17
0012-003 16 13 16 1,7 13 18
0102-012 1,7 15 18 16 18
0103-009 1,7 18 14 17
0108-031 15 13 18
0110-001 15 1.8
0201-001 1,8
geodezija

ekonomika

vadyba

Palyginimui paéméme 3 straipsnius: vadybos, ekonomikos ir
geodezijos. Atlikome tuos pacius tyrimus ir pastebéjome tokius re-
zultatus (3 lentelé). IS lentelés matome, kad vadybos ir ekonomikos
straipsniy entropijos sumazéjo (3 lentelé), o atstumai iki kity straips-
niy padidéjo (4 lentelé). ISimtis yra geodezijos straipsnis, kurio ent-
ropija yra =66%, bet atstumai iki kity straipsniy lieka dideli (4 lente-
1¢).

Matome, kad maziausias atstumas yra lygus 0,7 tarp 0003-001 ir
005-001 straipsniy. Pastebime, kad abu straipsniai yra to paties auto-
riaus. Taip pat pastebime, kad pats didziausias atstumas yra lygus
1,9.

Pastebime, kad Zodyne yra tokiy ZodZziy, kurie matematikoje yra
terminai, o kitur gali biiti naudojami, kaip bendrinés kalbos Zodziai.
Priklausomai nuo moksliniy straipsniy specifikos tie patys zodZziai
gali buti tiek terminai, tiek ir specifinés kalbos bendriniai Zodziai.
Pavyzdziui, zodis ,,numerical® gali bti tick matematikos terminas,
tiek bendrinés kalbos Zodis, priklausomai nuo konteksto.

1,7
1,6
1,6
1,6
1,7
1,8
1,7
1,7
1.8
15
17

1,7
1,6
1,7
1,7
1,8
1,9
1,7
1,8
1,9
1,6
1,6
1,3



Apibendrinimas

1. Reikia tobulinti programa.

2. Zodynas dar nebaigtas. Jj reikéty analizuoti. Siame etape jj
reikia trumpinti.
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MODELLING OF CLASSIFICATIONS OF MATHEMATICS
SCIENTIFIC PAPERS

J. Sliachtovi¢, A. Simonélis, J. Lavcel
Summary

We analyse scientific mathematical articles and try to find the range of
publication. Made key words dictionary and did scientific articles informa-
tion analysis: ascertained mathematical terms which were subsumed in
scientific articles, a number statistics and amount rate, key words entropy
and we calculated “distances,,of articles from one to another. We did a cal-
culation in the used program testing.
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GENETINIU ALGORITMU PANAUDOJIMAS POLINIU PAMATU OPTIMIZAVIMUI

Juozas Kaunas

Vilniaus Gedimino technikos universitetas
el. p. juozas.kaunas@gmail.com

Anotacija. Straipsnyje pristatomas tyrimas, kurio metu nagrinéjamas vienas i§ globalaus optimizavimo uzdaviniy — poliy
padéciy optimizavimas rostverkuose. Tikslo funkcija imama didziausia atraminé reakcija, kuri gali kilti bet kuriame i
poliy. Projektavimo kintamieji — poliy koordinatés. Paprastumo délei laikoma, kad visi nagrin¢jamo rostverko poliai turi
vienodas charakteristikas. Sprendimo metu tikslo funkcija minimizuojama. Idealig tikslo funkcijos reik§me galima nusta-
tyti teoriskai, bet néra zinomos ta reikSmg¢ atitinkancios poliy koordinatés. Optimizavimui parenkamas genetinis algorit-
mas. Atliekamas tyrimas, kaip optimizavimo rezultatas priklauso nuo genetinio algoritmo parametry. Gauti rezultatai
papildomai palyginami su rezultatais gautais naudojant atsitiktine paieska.

Reik§miniai Zodziai: poliniai pamatai, globalus optimizavimas, genetiniai algoritmai.

Ivadas

Poliniai pamatai (dar vadinami rostverkais arba si-
jynais) (1 pav.) yra labai paplite Siuolaikingje statyboje.
Statant tokius pamatus galima sutaupyti betono, sumazin-
ti darby apimt;.

1 pav. Poliniy pamaty schemos pavyzdys

Polinius pamatus sudaro poliai ir jungiané¢iosios si-
jos. Optimizuojant polinius pamatus, galima siekti opti-
mizuoti poliy skaiCiy, betono tiirj arba bendrus statyby
kastus. Siame straipsnyje apraSomas pirmas i§ auk$¢iau
iSvardinty optimizavimo varianty — poliy skaiciaus opti-
mizavimas. Sis uzdavinys yra ypa¢ aktualus, kai statyba
vyksta ant silpny grunty. Siuo atveju reikia naudoti labai
ilgus polius, kuriy gamyba yra brangi. Tokiu biuidu, jeigu
optimizavimas leidzia sutaupyti net ir kelis polius, tai jau
gali duoti svarig ekonoming nauda.

Sprendziant uzdavinj laikoma, kad visos pamaty
apkrovos yra zinomos i§ anksto. Taip pat priimame, kad
visi poliai turi vienodas charakteristikas. Siuo atveju

poliy pasiskirstymas bus idealus, jeigu jie bus apkrauti
vienodai. Tokiu btudu, padalinus visy pamatus veikianciy
apkrovy suma Rsun 18 leistinosios poliaus reakcijos Raiiowed
ir paémus nuo santykio sveikajg dalj i§ virSaus, gausime
optimaly poliy skaiciy Nideal:

Nigear :lr Ram —" 1)

Rallowed

Sprendziamas optimizavimo uzdavinys gali biiti su-
formuluotas taip:
min R__(x), )
xeD
¢ia Rmax — maksimali reakcijos jéga, galinti kilti bet ku-
riame i§ poliy, X — projektavimo kintamieji (poliy koor-
dinatés), D — galima pamaty konfiguracija.

Tikslo funkcijos skai¢iavimas

Tikslo funkcijos skaiciavimui naudojama
FORTRAN programa, sukurta Vilniaus Gedimino tech-
nikos universiteto teorinés mechanikos katedroje (prog-
ramos autorius — prof. habil. dr. Rimantas Belevi¢ius).
Programoje realizuotas baigtiniy elementy metodas. Jun-
gianios sijos interpretuojamos Kkaip lenkiamy strypy
elementai, o poliai — kaip atramos.

Lenkiamo strypo elemento standumo matrica aps-
kai¢iuojama pagal formule:

K-t 1]

Submatricy [Ky, ], [Ky, ] ir [K,,] israiskos gali biti
lengvai surastos atitinkamoje literatiroje, pavyzdziui,

(Barauskas ir kiti 2004, Spyrakos and Raftoyiannis
1997).

3)
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Toliau pateikiama submatricos [K,, | formulé:

% 0 0 0 0 0
o LBl 6EI,
L L2

12EI, 6EI,
0 E N 4
. [ @

L

6EI, 4E1,
0 L2 L
o SEL AEI,
L L L |

¢ia E yra tamprumo modulis, A — sijos skerspjavio plotas,
J, Iz, ly yra skerspjuvio inercijos momentai.

Pagrindiné statikos lygtis uzraSoma pagal formulg:
[KF{uf® ={F}, 5)

¢ia indeksas a Zymi baigtiniy elementy ansamblj, {u} yra
mazgy poslinkiai, {F} — aktyviosios jégos.

Poliy reakcijos jégos apskai¢iuojamos pagal formu-
lg:

Ri =;[Kij}‘1j’ (6)

Optimizavimo algoritmas

Atsizvelgiant | sprendziamo uzdavinio sudétinguma
ir jvertinus kity autoriy patirtj (Beleviéius ir Sesok 2008),
optimizavimui buvo naudojamas genetinis algoritmas
(GA), kurio schema pavaizduota (2 pav.) (Goldberg
1989).

Genetiniy algoritmy teorija remiasi Darvino evoliu-
cijos teorijos principais: jeigu egzistuoja kazkokiy gy-
viiny ar augaly populiacija, tai didesnj Sansa iSgyventi ir
palikti palikuonius (tuo perduodant savo genus) turi tie
individai, kuriy genai leido geriau prisitaikyti prie aplin-
kos poveikio.

Naudojant GA optimizavimui, individu laikoma
projektavimo kintamyjy visuma uzkoduota bitais (bendru
atveju gali bliti naudojami ir realtis skaiciai arba sudétin-
gesnés struktiros). Ar vienas individas yra ,,geresnis* uz
kita, parodo individa atitinkanti tikslo funkcijos reikSmé.
Pavyzdziui, jeigu sprendziame minimizavimo uzdavinj,
tai ,,geresni* individai bus tie, kuriuos atitiks mazesnés
tikslo funkcijos reik§més.

Kaip matome i§ GA schemos (2 pav.), pagrindinés
GA stadijos yra atranka, kryzminimas ir mutacija. Apra-
Sykime kiekviena i$ Siy stadijy.

Atrankos stadijos metu i§ esamos populiacijos at-
renkami individai naujai populiacijai. Galimi jvairas at-

rankos mechanizmai. Vienas i$ populiariausiy yra ruletés
principas: pradzioje, priklausomai nuo tikslo funkcijos
kiekvienam individui priskiriama atrankos
tikimybé. Kuo ,,geresné” individo tikslo funkcijos reiks-

reikSmés,

meé, tuo didesné yra jo atrankos tikimybé. Toliau metami
burtai, kokj individa atrinkti. Natdralu, kad ,,geresni“
individai bus atrinkti dazniau, bet ir ,,blogesni* individai,
nors ir su maza tikimybe, bet irgi gali buti atrinkti i kitg
populiacija.

Pradzia

Pradinés populiacijos
generavimas

Atranka

v

KryZminimas

v

Mutacija
v
Naujos populiacijos
gavimas

h J

Ar atlikti
daugiau
iteraciju ?

Taip

Pabaiga

Pav. 2 Genetinio algoritmo schema

Naujai populiacijai atrinkti individai suskirstomi po-
romis (atsitiktine tvarka arba pagal kokia nors kita tai-
sykle) ir
operatorius.

KryZminimo (pav. 3) metu du individai apsikeicia
genais.

kiekvienai porai taikomas kryzminimo

kryZminimo pozicija

,

oonnnnnn [T [1]1Tofo]o]
1
: - »

[0JoToJoTofoToTo] kryzminimas [ofoJofofof1]1]1]
1]
1]

iki kryZzminimo po kryZminimo

3 pav. Paprastas kryzminimo operatorius



Kryzminimas vykdomas tokiu badu: i§ pradziy atsi-
tiktinai generuojama kryzminimo pozicija. Po to imama
pirmo individo dalis iki kryzminimo pozicijos ir antro
individo dalis po kryzminimo pozicijos. Taip gaunamas
pirmas naujas individas. Antras naujas individas gauna-
mas paémus antro individo pozicija iki kryzminimo ir
pirmo individo pozicija po kryzminimo.

Galima konstruoti ir sudétingesnius kryzminimo o-
peratorius. Pavyzdziui, (pav. 4) parodyta kryzminimo
operatoriaus schema, kai naudojamos dvi kryZzminimo
pozicijos.

pirma kryZminimo

Y2 antra kryZminimo
pozicija

pozicija
Ny
Hnannnn [ifoTofo1]i]1]
: H
kryZzminimas ofofrTr1Tofofo]
. .

iki kryzminimo po kryZminimo

4 pav. Sudétingas kryZminimo operatorius

Mutacijos (5 pav.) operacijos metu bito reik§mé
pakeiciama j prieSinga. T.y. jei iki mutacijos bito reikSmé
buvo ,,0%, tai po mutacijos ji tampa ,,1%, o jei iki mutaci-
jos ,,1 —tai po mutacijos ,,0°.

mutuojantis genas

Tagiqage ——l-- o]
mutacija
iki mutacijos po mutacijos

5 pav. Mutacijos operatorius

Mutacijos paskirtis — neleisti algoritmui greitai su-
konverguoti j lokaly sprendin;.

Labai svarbus klausimas naudojant GA yra paramet-
ry parinkimas. GA parametrai yra Sie:

- Generacijy skaicius,

- Populiacijos dydis,

- Kryzminimo tikimybe,
- Mutacijos tikimybé.

Pirmas i§ auks¢iau i§vardinty parametry — generaci-
ju skaicius — reiSkia, kiek GA populiacijy bus sugeneruo-
ta sprendimo eigoje. Nataralu, kad kuo daugiau
generacijy, tuo ilgiau vyksta paieska ir did¢ja tikimybé
surasti geresnj sprendinj. Bet i$ kitos pusés, didelis gene-

racijy skai¢ius gali reiksti per ilga, inZinieriui nepriimting
skaiCiavimy laikg. Todél daznai Sis parametras naudoja-
mas, kaip GA veikimo stabdymo kriterijus, t.y. sugenera-
vus tam tikra populiacijy skai¢iy GA veikimas
nutraukiamas ir pateikiamas geriausias per ta laika suras-
tas sprendinys.

Kiti parametrai (populiacijos dydis, kryzminimo bei
mutacijos tikimybés) jtakoje GA veikima. Dazniausiai Sie
parametrai parenkami eksperimentiniu badu. Toliau
straipsnyje bus pateikti optimizavimo rezultatai naudojant

GA su skirtingais parametry rinkiniais.

Programiné realizacija

Uzdaviniui spresti buvo sukurta programa j kurig j-

eina:

- Valdancioji programa, realizuota C++ kalba.

- Tikslo funkcijos skai¢iavimo modulis, realizuo-
tas FORTRAN kalba. Modulis suderintas su
valdanciaja programa per DLL bibliotekas.

- Genetiniy algoritmy biblioteka, realizuota C++
kalboje. Biblioteka pasiekiama Internetiniu adre-
su: <http://lancet.mit.edu/ga/>.
2010.04.15]

[Ziréta

Skaitinis pavyzdys

Optimizavimui buvo pasirinktas rostverkas, kurio
bendras sijy ilgis yra 52,9 m., o minimalus atramy kiekis
— 18. Schematiskai $is rostverkas pavaizduotas paveiksle
zemiau.

Pav. 6 Optimizuojamo rostverko topologija



Kaip jau buvo minéta, uzdavinys buvo sprendzia-
mas, naudojant GA su skirtingais parametrais. Parametry
reik§més pateiktos lenteléje apacioje.

1 lentelé. GA parametrai

Populiacijos | KryZminimo Mutacijos
dydis tikimybe, % | tikimybe, %
GA_ 1 25 50 5
GA_2 10 80 15
GA_3 40 90 5

Su kiekvienu GA parametry rinkiniu buvo atlickama
30 nepriklausomy atsitiktiniy bandymy. Tiek eksperimen-
ty reikéjo atlikti, nes GA yra stochastinis algoritmas.
Todél siekiant objektyviai istirti konkreciag GA realizacija
(pasalinti statistinj triuk§mg), reikia butinai atlikti kelias-
desimt bandymy. Tuomet bus galima teigti, kad kitas
tyréjas, naudojant tg patj algoritma, atlikus tiek pat ban-
dymy turés gauti panasy rezultata.

Visais atvejais tikslo funkcijos reik§mé buvo skai-
¢iuojama 5000 karty. Kadangi visy nagrinéjamy GA pa-
rametry rinkiniy populiacijos dydis yra skirtingas, GA_1
atveju buvo atlickama 200 generacijy, GA 2 atveju —
500, GA_3 atveju - 125
(200*25=500*10=125*40=5000).

Uzdavinys taip pat buvo iSsprestas naudojant atsitik-
tine paieska (AP). Kaip ir GA atveju buvo atliekama 30
nepriklausomy atsitiktiniy eksperimenty kiekviename
eksperimente skaiciuojant tikslo funkcijos reik§me po
5000 karty.

Sprendimo rezultatai pateikti lenteléje 2.

Lentelé 2. Sprendimo rezultatai

Eksp. AP GA 1 GA 2 GA 3
numeris - - -
1 153.283 | 137.37 | 15637 | 140.168
2 16212 | 138463 | 144724 | 148584
3 130339 | 135.678 | 159.337 | 159.158
4 14062 | 145158 | 137.011 | 154.826
5 162.062 | 140.056 | 140.287 | 144.592
6 148765 | 141.299 | 154.167 | 122244
7 162313 | 138.775 | 152543 | 147.639
8 150435 | 142.718 | 156.74 | 145385
9 159438 | 135287 | 158.429 | 149.007
10 163.662 | 142.750 | 160.976 | 144.552
11 165414 | 14062 | 142415 | 144.181
12 147115 | 150016 | 145869 | 154.206
13 150383 | 142.112 | 139.43 | 139.756
14 162075 | 129355 | 148.64 | 14292
15 16015 | 134312 | 172626 | 149.032
16 164.054 | 14376 | 13653 | 164.102
17 140623 | 134918 | 141.058 | 159.212
18 137.78 | 147.09 | 140162 | 141.955
19 146513 | 134.894 | 149.649 | 135269
20 155135 | 147.463 | 137.003 | 151611
21 165078 | 129.731 | 157.116 | 139.528
22 159.355 | 139.457 | 161.021 | 152358

23 151.48 144.593 140.172 140.86
24 139.017 141.057 150.496 138.506
25 156.606 128.276 153.703 145.214
26 144.654 152.689 151.026 133.774
27 140.785 146.376 161.912 148.682
28 158.535 144.292 160.545 139.267
29 161.604 144.859 156.983 141.727
30 153.283 151.906 140.697 141.308

Lentelgje 3 pateiktos vidutinés ir geriausios kiekvie-
nu algoritmu surastos reik§més.

Lentelé 3. Rezultaty statistika

Vidurkis Minimumas Ideal_us
sprendinys
AP 153,63 130,34
GA 1 140,84 128,28
GA 2 150,25 136,53 10412
GA 3 145,32 122,24

Kaip matome, GA rezultatai pakankamai stipriai
priklauso nuo GA parametry. Blogiausiu atveju surastas
sprendinys (136,53) skiriasi nuo idealaus sprendinio
(104,12) 31 %, o geriausias surastas sprendinys (122,24)
— 17,4%. Taip pat galime pastebéti, kad GA_2 atveju
surastas minimalus sprendinys (136,53) ir blogesnis net
uz atsitiktine paieska surasta sprendinj (130,34), kas bylo-
ja apie tai, kad GA_2 atveju parametrai parinkti netinka-
mai.

Turime konstatuoti, kad naudojamas standartinis
GA neleido i8spresti uzdavinio iki galo, nes 17,4% skir-
tumas nuo idealaus sprendinio yra per didelis. Norint
gauti geresnius rezultatus, reikia daugiau laiko skirti GA
parametry parinkimui. Taip pat reikia stengtis modifikuo-
ti GA, kad jame bty jvertinta sprendziamo uzdavinio
specifika, kas leisty gauti geresnj rezultatg per trumpesnj
laika. Dar vienas rezultaty pagerinimo biidas gali buti
didelio nagumo skai¢iavimy panaudojimas.

Geriausig surastg sprendinj atitinkancios koordinatés
pateiktos lenteléje 4.

Lentelé 4. Geriausig surastg sprendinj atitinkanc¢ios koordinatés

. . Koordinaté Koordinaté
Poliaus numeris
X Y
1 0.000 -1.115
2 0.000 -2.171
3 0.000 -7.219
4 0.000 -7.981
5 3.025 -2.937
6 3.025 -4517
7 3.025 -8.096
8 6.150 -0.696
9 6.150 -4.024
10 6.150 -6.035
11 9.250 -5.748
12 9.250 -9.382
13 1.211 0.000
14 5.880 0.000




15 7.420 -4.200
16 2.228 -9.650
17 4.207 -9.650
18 7.240 -9.650

GrafiSkai, geriausias surastas sprendinys pavaizduo-
tas paveiksle 7.
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Pav. 7 Geriausias surastas sprendinys

ISvados

1. GA veikimo rezultatas priklauso nuo GA para-
metry.

2. Standartinis GA ne visiSkai tinka nagrinéjamam
uzdaviniui — norint gauti geresnius rezultatus, reikia ban-
dyti modifikuoti GA, jvertinant uzdavinio specifika.
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OPTIMIZATION OF GRILLAGES USING GENETIC
ALGORITHMS

J. Kaunas
Summary

In this article the study of one global optimization prob-
lem, optimization of pile positions in grillages, is presented. As
an objective function the maximum support reaction that can
arise in any of the piles is chosen. Design variables are coordi-
nates of the piles. For the sake of simplicity of the task the as-
sumption that all the piles of grillage have the same
characteristics is taken. The objective function should be mini-
mized. An ideal value of the objective function can be calculat-
ed theoretically, but the positions of the piles corresponding to
this function value are not known. The genetic algorithm is
employed for the optimization. The influence of genetic param-
eters of the algorithm on the results is investigated and the suit-
able values for parameters are determined. Obtained results are
compared with the corresponding results of random search.
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ISLIKIMO ANALIZES METODU TAIKYMAS DRAUDIMO SRITYJE

Kristina Jucikaité

Vilniaus Gedimino technikos universitetas
el. p. KJucikaite@gmail.com

Anotacija. Draudimo kompanijy veiklos principas - prisiimti apdraustyjy rizikas. Tuo atveju, kai apdraustyjy
rizikos yra skirtingos, tikslinga, atsizvelgiant j rizikos laipsnj, pritaikyti atitinkamas draudimo jmokas, todél
labai svarbu nustatyti ir jvertinti poZymiy, jtakojan¢iy draudiminio jvykio atsiradima, svarba. Taikydami isli-
kimo analizés metodus sickéme nustatyti, kokie poZymiai (objekto buvimo vieta, objekto tipas, konstrukcija,
draudimo suma) lemia draudiminio jvykio atsiradimg ir kas jtakoja iSlikimg. Nustacius pagrindinius rizika
lemian¢ius pozymius buvo jvertinti objekty grupiy rizikos laipsniai. Gauti rezultatai leidzia vertinti draudimo
jmonés Klientus, prognozuoti ir modeliuoti draudiminius jvykius.

Reik§miniai ZodZiai: I$likimo analiz¢, rizika, pozymiai, draudimas, draudiminiai jvykiai.

Ivadas

Biity sunku rasti suaugusj zmogy, kuris bent karta savo gyvenime nebity pasinaudojes draudimo pas-
laugomis. Vairuodami automobilj draudziamés privalomu civilinés atsakomybés draudimu, vykdami j ke-
liong — sveikatos draudimu, o norédami apsaugoti savo turta — buisto ir namy turto draudimu. Draudéjui rtpi
kuo pigiau apsidrausti, o draudikui — jvertinti draudZiamojo rizikos laipsnj ir pritaikyti atitinkamg draudimo
jmoka. Vienas i§ budy, leidziantis vertinti klientus ir prognozuoti jvykius, yra islikimo analiz¢ (survival ana-
lysis).

Islikimo analizé — statistinis metodas, leidziantis analizuoti jvykius ir jvykiy laika. Ji placiai naudojama
tiek socialiniuose, tiek gamtos moksluose. Kadangi Sis metodas taikomas skirtingose mokslo srityse, todél
turi keleta pavadinimy: jvykio istorijos analizé (event history analysis) — sociologijoje, patikimumo analizé
(reliability analysis) — inzinerijoje, trukmés analizé (duration analysis) — ekonomikoje ir kitus. Tuo tarpu
iSlikimo analizé yra geriausiai Zinomas ir pla¢iausiai naudojamas pavadinimas (Allison 1995).

Kitaip nei logistiné regresija, kuri tiria tik bendras jvykio tikimybes nepaisant jvykio kitimo laike, disk-
retaus laiko iSlikimo analizé gali biiti lengvai pritaikyta laike kintantiems kintamiesiems. Diskretaus laiko
iSlikimo analizés modelis leidZia lengvai atlikti, tiek nuoseklius, tiek nenuoseklius, intensyvumo funkcijos
skai¢iavimus kiekviename diskretaus laiko taske (Muthen et al. 2005).

Siame darbe i§likimo analizés metodai buvo pritaikyti draudimo jmonés veiklos analizei. Tyrimui nau-
doti ne gyvybés draudimo, bet nekilnojamojo turto draudimo sutar¢iy duomenys. Remiantis islikimo analizés
metodais siekéme nustatyti rizikos funkcijy désningumus ir rizikingiausius draudiminio laikotarpio ménesius
bei istirti kokie pozymiai jtakoja draudiminio jvykio atsiradimg ir nustatyti rizikos laipsnj. Gauti rezultatai
padés draudimo kompanijai vertinti klientus ir prognozuoti jvykKius.

Sio darbo tikslas - nustatyti ir jvertinti poZymiu, jtakojanéiy draudiminio jvykio atsiradima, svarba.

Tyrimo objektas — vienos Lietuvos draudimo jmonés 2007-2008 metais pasiraSyty sutar¢iy bisto ir na-
my turto draudimo duomenys: draudimo objekty, draudiminiy jvykiy ir draudéjy tipai ir poZymiai.

Tyrimo metodai — taikytas iSlikimo analizés modelis, skai¢iavimai atlikti naudojantis SAS programa.

Islikimo analizés metodai

Taikant i§likimo analize stebimieji apibiidinami dviem dydziais: bikle ir i$likimo trukme. Buklé gali j-
gyti dvi reik§mes: 1 — laiko momentu T stebimasis nei$liko ir 0 — laiko momentu T apie stebimgjj turime ne-
pilng informacija. Atsitiktinis dydis T Zymi i§gyventa laika (Leonavi¢iené 2009). Siame darbe laikas bus



matuojamas meénesiais (laikoma, kad vienas ménuo lygus 30 dieny). Visi stebéjimai islikimo analizéje skirs-
tomi j dvi grupes: pilnus (completed) ir nepilnus (censored).

Draudimo sutartis su draudiku paprastai sudaroma vieneriems metams. Jei stebéjimai pasibaigé (uzre-
gistruoti draudiminiai jvykiai), t. y. stebimieji ,,nei§gyveno® viso draudimo laikotarpio — tai steb¢jimai vadi-
nami pilnais. Jei stebéjimai teikia tik daling informacijg (iSgyventas visas draudiminis laikotarpis be jvykiy,
nutraukta draudimo sutartis ankséiau laiko), t. y. stebimu laiko momentu stebimieji ,,isliko", taciau apie toli-
mesne jy bukle mes informacijos neturime — tai tokie stebéjimai vadinami nepilnais.

Nepilni stebéjimai savo ruoztu skirstomi j kairinius stebéjimus (left censoring) ir deSininius stebé&jimus
(right censoring). Stebéjimas vadinamas desininiu jei jo iSlikimo trukmé netrumpesné nei nustatytas laikas, t.
y. jei jis iSgyveno iki tam tikro laiko, o stebé¢jimas vadinamas kairiniu, jei jo islikimo trukmé trumpesné nei
nustatytas laikas, t. y. jei jis neiSgyveno iki tam tikro laiko (Allison 1995).

Islikimo analizéje naudojamos trys svarbiausios funkcijos: iSlikimo (survival) funkcija, intensyvumo
(hazard) funkcija ir rizikos (cumulative hazard) funkcija.

Islikimo funkcija parodo tikimybe, kad stebimasis iSgyvens ilgesn;j laiko tarpg negu t ir yra prieSinga pa-
siskirstymo funkcijai:

S(t)=1-F(t)=P(T >t), @)

¢ia: F(t) — pasiskirstymo funkcija; T — iSgyventas laikas; t — tam tikras laikas (Allison 1995).
Intensyvumo funkcija parodo tikimybe neislikti laiko momentu t, kai zinome, kad iki to laiko momento
stebimasis iSgyveno ir apibréziama lygybe:

p(t)
hit)=—=<=P(T =t|T >t), 2
(t) 0 (T=t|T2t) @
¢ia p(t) - tikimybiy tankio funkcija (Allison 1995).
Diskreciuoju atveju (Cox et al. 1984, Leonavi¢iené 2009):

h(t)=1—8(t—+1) ©)

s(t)
Rysys tarp intensyvumo ir i§likimo funkcijy diskreéiuoju atveju (Cox et al. 1984, Leonaviciené 2009):
t—1

S(t)=>_(-h{), @
i-0
Rizikos funkcija parodo stebimojo rizikos laipsnj tam tikru laiko momentu t ir apibréziama lygybe (FOox
2006):

t
H(t)= —I h(x)dx = —In S(t), (5)
0
Rysys tarp islikimo ir rizikos funkcijy diskreciuoju atveju (Cox et al. 1984, Leonaviciené 2009):
t-1
H(t)=-InS(t)=->_In(1-h(i)), (6)
i=0

ISlikimo analizés metodg galima suskirstyti j tris pagrindinius etapus: iSlikimo funkcijos apskaiciavimas
ir jvertinimas, i$likimo funkcijy grupése palyginimas, rizikos faktoriy nustatymas.

Pirmajame etape naudojami du metodai: Kaplano Majerio (Kaplan — Maier) arba/ir islikimo lentelés
(Life tables). Greta $iy metody taip pat naudojame grafinius rezultaty atvaizdavimus. Naudojant pirmag me-
toda, néra galimybés pasirinkti laiko intervalo, kuriame norime skaiCiuoti t. y. rezultatai gaunami kiekviena-
me laiko t zingsnyje. Kadangi Siame darbe pasirinkome laika matuoti ménesiais (nes kitaip gaunami
neinformatyvis rezultatai), i§likimo funkcijoms apskai¢iuoti ir jvertinti naudojamas metodas - islikimo len-
telés. Sio metodo principas — tyrimo laika suskirstyti j uzdarus intervalus (3iuo atveju tai 30 dieny) ir juose
apskaiciuoti pagrindines iSlikimo analizés funkcijas, kurios padéty nustatyti tolimesne tyrimo eigg.



Antrajame etape naudojami du testai: Vilkoksosno (Gehano) (Wilcoxon (Gehan)) ir logaritminis — ran-
ginis (Log — rank). Abu testai skirti patikrinti nuling hipotez¢ — kad islikimo funkcijos dvejose grupése yra
vienodos, t.y. Si(t) = Sy(t) visiems t. SkaiCiuojamas maziausias reik§mingumo lygmuo su kuriuo turimiems
duomenims gali biiti atmesta teisinga hipotezé. Sis reikmingumo lygmuo vadinamas p reikime. Jei p < ¢,
tai hipotezé atmetama, prieSingu atveju hipotezé priimama. o- pasirinktas reikSmingumo lygmuo (Fischer
2008).

Treciajame etape rizikos faktorius nustatome analizuodami Kokso regresijos (Cox regresssion) mode-
lius. Kokso modelio sudarymo eigoje naudojame S$iuos testus: Valdo (Wald) testa — naudojamas modelio
koeficienty reik§miy nustatymui, ir LML (Log-minus log) grafikas — naudojamas modelio tinkamumo nusta-
tymui.

Kokso regresija - tai statistinis metodas, kuriuo siekiama atskleisti ne islikimo funkcijas, o intensyvumo
funkcijos priklausomybe nuo tam tikry pozymiy. Kokso regresijos déka galima vertinti rizikingiausius
pozymius ir nustatyti rizikos laipsnj (Leonavic¢iené 2009).

Kokso regresija nereikalauja, kad biity pasirinktas tam tikras tikimybinis skirstinys, norint pavaizduoti
islikimo laika. Dél Sios savybés Kokso regresija vadinama pusiau parametrine (semiparametric). Sio tipo
regresija leidzia nagrinéti ir nuo laiko priklausancius pozymius, taigi pozymiai gali kisti viso steb&jimo metu
(Allison 1995).

Intensyvumo funkcija modelyje priklauso nuo dviejy nariy: pradinés intensyvumo funkcijos ho(t) ir nuo
rizikos veiksniy X = (X1, X2, Xs,...,Xm):

h(t) — ho (t)eﬂ1x1+ﬂzxz+ﬁsxz+---~+ﬂmxm ’ (7)

gia B = (Bu, B Bar ..., Pn) - nezinomi regresijos modelio koeficientai. Sie koeficientai nustatomi remiantis
dalinio tikétumo metodu (partial likelihood), nes dazniau skai¢iuojamos tikimybés tik neislikusiyjy, o ne
visy stebimyjy. Kadangi intensyvumo funkcija yra netiesing, tai modelio koeficienty reik§més randamos ite-
raciniais metodais. Pradiné intensyvumo funkcija — tai intensyvumo funkcija, kai visy kintamyjy reikSmés
yra lygios nuliui, t.y. X =(0, 0, 0, ..., 0) (Allison 1995).

Valdo testas - tai statistinis metodas, kuris skirtas patikrinti ar visi intensyvumo funkcijos koeficientai,
Kokso proporcingyjy intensyvumy modelyje, yra lygts nuliui, t.y. ar nagrinéjamas poZymis neturi jtakos
rizikos funkcijai. Kuo didesné Valdo statistikos reik§mé, tuo reikSmingesnis nagrinéjamas pozymis (Allison
1995).

LML grafikas — tai iSlikimo funkcijy grafikas, kuris padeda nustatyti ar Kokso proporcingosios rizikos
modelis yra tinkamas. Siame grafike pateikiamos In(-In S(t)) reik§més. Jeigu islikimo kreivés nesusikerta, o
geriausia kai jos yra lygiagrecios, ir atstumai tarp kreiviy bet kuriuo laiko momentu yra pastovis, tai propor-
cingosios rizikos modelis yra tinkamas (Allison 1995).

Islikimo analizés metody taikymo rezultatai

Nagrinéjami 8608 draudimo polisai (sutartys), kuriuose apdrausta 17420 objekty (jvykiy). Pirmoji drau-
dimo sutartis sudaryta 2007 m. geguzés 23 d., o paskutinioji — 2008 m. gruodzio 31 d. Kadangi draudimo
polisai (sutartys) sudaryti tiek 2007, tieck 2008 metais, i$likimo analizés metodas taikomas atskirai $ioms
dviem grupéms - 2007 metais apdraustiems 5918 objekty (jvykiy) ir 2008 metais apdraustiems 11502 objek-
tams (jvykiams).

Mus domina tikimybé, kad apdraustasis i§gyvens visg draudimo laikotarpj be draudiminiy jvykiy, atsiz-
velgiant  tam tikrus pozymius (objekto buvimo vieta, objekto tipas, konstrukcija, draudimo suma).

Objekto buvimo vieta nusako Lietuvos miestai ir rajonai. Kadangi nagrinéjami daugiau negu 150
skirtingi miestai ir rajonai, nuspregsta juos suskirstyti j deSimt Lietuvos apskri¢iy: Vilniaus, Panevézio,
Kauno, Tauragés, Siauliy, Alytaus, Klaipédos, Utenos, Marijampolés ir Tel$iy. Objekto tipa apibidina keturi
faktoriai: pastatas, patalpa, namy turtas ir vertybés, civiliné atsakomybé. Konstrukcijg nusako tokie trys fak-
toriai: karkasinis/rastinis (medinis), medinis apmiirytas, mirinis. Draudziami objektai pagal draudimo sumag



suskirstyti j tris grupes: maza draudimo suma 0-250.000 Lt, vidutiné draudimo suma — 250.000-500.000 Lt,
didelé draudimo suma — daugiau nei 500.000 Lt.

Pirmojo etapo rezultatai. Sudarius iSlikimo lenteles pagal draudimo polisy (sutar¢iy) sudarymo metus
pastebime, kad 2007 metais sudariusiems sutartis didziausia rizika yra antrame, aStuntame ir dvyliktame
draudiminio laikotarpio ménesyje, kai tuo tarpu 2008 metais sudariusiems sutartis didziausia rizika yra pifr-
mame, antrame ir treCiame ménesyje (paryskintos intensyvumo funkcijy reikSmés 1 lenteléje).

1 lentelé. Apdraustyjy, sudariusiy sutartis 2007-2008 m., i§likimo lentelé

Intervalai | Islikimo | Intensyvumo | Islikimo | Intensyvumo

[pradzia, | funkcija funkcija funkcija funkcija
pabaiga) 2007 2007 2008 2008
0 31| 1,0000 0,000066 | 11,0000 0,000099

31 61| 0,9980 0,000081 [ 0,9969 0,000092
61 91 0,9955 0,000076 [ 10,9942 0,000090
91 121 | 0,9933 0,000065 [ 0,9915 0,000039
121 | 151 | 10,9914 0,000077 [ 0,9904 0,000039
151 | 181 | 0,9891 0,000071 [ 0,9892 0,000027
181 | 211 | 0,9870 0,000054 [ 0,9884 0,000039
211 | 241 | 10,9854 0,000084 [ 0,9872 0,000006
241 | 271 | 10,9829 0,000054 [ 0,9871 0,000027
271 | 301 ] 0,9813 0,000036 [ 0,9862 0,000021
301 | 331] 0,9802 0,000031 [ 0,9856 0,000006
331 | 361 | 0,9793 0,000099 [ 0,9854 0,000000
361 .| 0,9764 .| 0,9854

Taigi, intensyvumo funkcijy désningumo, tarp sudariusiy sutartis 2007 ir 2008 metais, nepastebime (1
pav.).
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1 pav. Apdraustyjy, sudariusiy sutartis 2007-2008 m., intensyvumo funkcijos

Islikimo funkcijos, tiek sudariusiems sutartis 2007 tiek 2008 metais, visais draudiminio laikotarpio mé-
nesiais artimos vienetui, o tai rodo didele islikimo tikimybe (2 pav.). 2007 metais buvo sudaryta 5918 sutar-
¢iy; juy tarpe neislikusiy — 135. Taigi, i$likimo procentas — 97,72 %. 2008 metais buvo sudaryta 11502
sutartys, o neislikusiy objekty — 164. Siuo atveju i§likimo procentas — 98,57 %.
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2 pav. Apdraustyjy, sudariusiy sutartis 2007-2008 m., i§likimo funkcijos

Analogiskos islikimo lentelés ir iSlikimo bei intensyvumo funkcijy grafikai buvo sudaryti atskirai
kiekvienam pozymiui: miestui, objektui, konstrukcijai ir draudimo sumai.

Antrojo etapo rezultatai. Atlikus Vilkoksosno (Gehano) ir logaritminj — ranginj testus keturiose grupése,
sudarytose pagal draudziamo objekto buvimo vieta, objekto tipa, objekto konstrukcija ir objekto draudimo
suma, pastebime, kad bégant laikui iSlikimo funkcijos statistiSkai reik§mingai skiriasi visose grupése tiek
2007 tiek 2008 metais (2 — 5 lentelés). Skirtumai matyti ir nubraizius LML grafikus (jie nepateikti, kadangi
Siuo atveju yra nenaudingi) — grafikai kertasi ir néra lygiagretas.

2 lentelé. Apdraustyjy, sudariusiy sutartis 2007-2008 m., islikimo funkcijy palyginimas (miestai)

Laisves Laisves
Testas Statistikos | laipsniy | p reiks- Testas Statistikos | laipsniy | p reiks-
2007 reiksmé sk. mé 2008 reikSme sk. mé
Log-Rank 44,395 10| <0,001 | Log-Rank 51,3781 10 <0,001
Wilcoxon 44,080 10| <0,001 | Wilcoxon 51,3105 10 <0,001

3 lentelé. Apdraustyjy, sudariusiy sutartis 2007-2008 m., i$likimo funkcijy palyginimas (objektai)

Laisves Laisves
Testas Statistikos | laipsniy | p reiks- Testas | Statistikos | laipsniy | p reiks-
2007 reiksme sk. meé 2008 reiks§me sk. me
Log-Rank 65,1151 3 <0,001 | Log-Rank 50,717 3 <0,001
Wilcoxon 65,0999 3| <0,001 | Wilcoxon 50,894 3 <0,001

4 lentelé. Apdraustyjy, sudariusiy sutartis 2007-2008 m., i§likimo funkcijy palyginimas (konstrukcijos)

Laisves Laisves
Testas Statistikos | laipsniy | p reiks- Testas Statistikos | laipsniy | p reiks-
2007 reiksme sk. me 2008 reiksme sk. me
Log-Rank 33,9016 3 <0,001 | Log-Rank 29,5480 3 <0,001
Wilcoxon 33,7203 3| <0,001 | Wilcoxon 29,5764 3 <0,001

5 lentelé. Apdraustyjy, sudariusiy sutartis 2007-2008 m., i$likimo funkcijy palyginimas (draudimo sumos)

Laisves Laisvés
Testas Statistikos | laipsniy | p reiks- Testas Statistikos | laipsniy | p reiks-
2007 reik§me sk. mé 2008 reiksmeé sk. meé
Log-Rank 8,3801 2| 0,0151 | Log-Rank 13,7768 2 0,001
Wilcoxon 8,2171 2| 0,0164 | Wilcoxon 13,8338 2 0,001




Kadangi visais atvejais p < o = 0,05, tai islikimo funkcijos tarp nagrinéjamy pozymiy grupiy statistiskai
reikSmingai skiriasi.

Treciojo etapo rezultatai. Be testy, skirty iSlikimo funkcijy grupése palyginimui, galima patikrinti ar
nagrinéjama grupé yra susijusi su iSlikimo laiku, t. y. jvertinti ar ji turi jtakos iSlikimo laikui. Tam tikslui
skaiGiuojama statistikos reik§mé kiekvienai grupei, ignoruojant kitas likusias. Sis testas yra naudingas, nes jj
atlikus galima ,,atmesti netinkamas grupes, t. y. tokias, kurios neturi jtakos islikimo laikui. Atlikus §iuos
testus (pateikti tik Vilkoksono, nes kaip matéme jie skiriasi nezymiai), 2007 metais sudariusiems sutartis,
pastebime, kad pozymiy grupés konstrukcija ir draudimo suma, neturi jtakos islikimo laikui (p = 0,2008 >
0,05 ir p = 0,4405 > 0,05) kai tuo tarpu didziausig jtaka turi draudziamojo objekto buvimo vieta (p <0,001 <
0,05) ir objekto tipas (p = 0,0223 < 0,05) (6 lentelé).

6 lentelé. Apdraustyjy, sudariusiy sutartis 2007m., pozymiy efekto tyrimas

PozZymis Laisvés laipsniy sk. Statistikos reiksme p reik§mé
MIESTAS 1 34,2391 <0,0001
OBJEKTAS 2 5,2254 0,0223
KONSTRUKCIJA 3 1,6367 0,2008
DRAUD_SUMA 4 0,595 0,4405

2008 metais sudarytoms sutartims pastebime, kad poZymiy grupé konstrukcija, neturi jtakos iSlikimo
laikui (p = 0,1787 > 0,05), o didziausig jtaka turi draudziamojo objekto buvimo vieta (p <0,001 < 0,05),
draudimo suma (p = 0,0045 < 0,05) ir objekto tipas (p = 0,0071 < 0,05) (7 lentel¢).

7 lentelé. Apdraustyjy, sudariusiy sutartis 2008m., poZymiy efekto tyrimas

PoZymis Laisvés laipsniy sk. Statistikos reiksme p reiksmé
MIESTAS 1 38,1185 <0,0001
DRAUD SUMA 2 8,0822 0,0045
OBJEKTAS 3 7,2562 0,0071
KONSTRUKCIJA 4 1,8087 0,1787

Kai jau esame nustate rizikingiausius pozymius, galime jvertinti ir rizikos laipsnj, t. y., Kkaip ir kuriais
laiko tarpais labiausiai rizikos funkcijg jtakoja nustatyti rizikingiausi pozymiai. Tai galima nustatyti sudarius
Kokso proporcingosios rizikos modelius.

Kadangi pries tai atlike Vilkoksosno (Gehano) ir logaritminj — ranginj testus bei nubraize¢ LML grafikus
nustatéme, kad iSlikimo funkcijos apsibréztose grupése statistiskai reikSmingai skiriasi, atsizvelge j stebimy
ir neislikusiyjy skaiciy sudarome naujas grupes.

Sutartims, pasirasytoms 2007 metais, buvo sudarytos dvi naujos grupés: draudziamo objekto buvimo
vieta apibtidinama dviem faktoriais — Viniaus miestu ir kitais miestais (Panevézys, Kaunas ir t.t.), o objekto
tipg apibiidina tokie du faktoriai: patalpa ir kiti tipai (pastatas, namy turtas ir vertybés, civiliné atsakomybe).

2008 metais pasirasytoms draudimo sutartims buvo sudarytos trys naujos grupés: draudziamo objekto
buvimo vieta apibidinama dviem faktoriais — Viniaus miestu ir kitais miestais (Panevézys, Kaunas ir t.t.),
objekto tipa apibtdina du faktoriai: patalpa ir kiti tipai (pastatas, namy turtas ir vertybés, civiliné atsakomy-
bé), o objekto draudimo sumg apibtidina tokie faktoriai: maza draudimo suma 0-250.000 Lt ir kitos draudimo
sumos (vidutiné draudimo suma — 250.000-500.000 Lt ir didelé draudimo suma — daugiau nei 500.000 Lt).

Pirmiausia pagal 2007 metais sudaryty sutarCiy duomenis istirsime kaip i$likima jtakoja draudziamo
objekto buvimo vieta (8 lentelé). 8 lenteléje nustatomi modelio koeficientai ir pateikiama Valdo statistikos
reik§mé. Lenteléje esanti reik§mé eP rodo, kad kity miesty rizika yra 2 kartus maZzesné negu Vilniaus.



8 lentelé. Apdraustyjy 2007 m. modelio testas 1

Pozymis Jij Valdo statistika | p reiksmé e/
MIESTAS2
Vilnius - 1
Kiti — 0 0,759 18,8783 <0,001 | 2,136

Nubraizius LML grafika (3 pav.) isitikiname proporcingosios rizikos modelio tinkamumu: islikimo
kreivés nesusikerta ir atstumai tarp kreiviy bet kuriuo laiko momentu yra pastoviis. Tai proporcingosios rizi-
kos modelis yra tinkamas.

3 pav. Apdraustyjy 2007 m. LML grafikas modelio testui 1

Analogiskai gauname, kad 2007 metais sudarytoms sutartims patalpy rizikos laipsnis yra 3,3 karto di-
desnis negu kity objekty (9 lentelé).

9 lentelé. Apdraustyjy 2007 m. modelio testas 2

Pozymis Jij Valdo statistika | p reiksme e/
OBJEKTAS2
Patalpa - 1
Kiti — 0 1,18671 47,0784 <0,001 | 3,276

4 pav. Apdraustyjy 2007 m. LML grafikas modelio testui 2

Dabar proporcingosios rizikos Kokso modelj pritaikysime sutartims, sudarytoms 2008 metais. Siuo at-
veju Vilniaus miesto rizikos laipsnis yra 2,5 karto didesnis negu kity miesty (10 lentelé), o patalpy - 2,5 karto
didesnis negu kity objekty (11 lentele).

10 lentelé. Apdraustyjy 2008 m. modelio testas 1

Pozymis Jij Valdo statistika | p reiksmé e/
MIESTAS2
Vilnius - 1
Kiti — 0 0,93308 33,5735 <0,001 | 2,542




5 pav. Apdraustyjy 2008 m. LML grafikas modelio testui 1

11 lentelé. Apdraustyjy 2008 m. modelio testas 2

Pozymis Jij Valdo statistika | p reiksmeé e/
OBJEKTAS2
Patalpa - 1
Kiti — 0 0,92436 32,9481 <0,001 2,5

6 pav. Apdraustyjy 2008 m. LML grafikas modelio testui 2

12 lenteléje matome, kad mazy draudimo sumy rizika yra 2 kartus mazesné negu visy kity.

12 lentelé. Apdraustyjy 2008 m. modelio testas 3

Pozymis B Valdo statistika | p reiksme | €’
DRAUD_SUMA?2
Maza -1
Kitos — 0 -0,61169 11,8705 0,0006 | 0,542

7 pav. Apdraustyjy 2008 m. LML grafikas modelio testui 3



ISvados

1. Islikimo funkcijos grupése, sudarytose pagal objekto buvimo vietq, objekto tipg, konstrukcijq ir drau-
dimo sumg, sKiriasi.
2. Nustatyti rizikingiausi poZymiai, jtakojantys draudiminio jvykio atsiradima, ir jvertinti jy rizikos
laipsniai:
v’ objekto buvimo vieta;
Vilniaus miesto rizikos laipsnis vidutini$kai 2 Kartus didesnis negu visy kity miesty.
v' objekto tipas;
Objekto patalpa rizikos laipsnis vidutiniSkai 3 kartus didesnis negu visy kity objekty.
v" objekto draudimo suma ;
2008 metais sudarytoms sutartims mazy draudimo sumy rizika yra 2 kartus mazesné negu visy kity.
2007 metais sudarytoms sutartims draudimo suma jtakos islikimui neturi.
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SURVIVAL ANALYSIS IN INSURANCE
K. Jucikaité
Summary

Principe of insurance companies is to take risk of insured. If risks of insured are different it is advisable to adjust
insurance premium considering into risk rate so it is very important to estimate and evaluate factors from which de-
pends if insured will fail. Purpose is to estimate which factors (object location, object type, structure and insurance pre-
mium) have main impact on failing and what factors influence on surviving using survival analysis. After estimating the

most risky factors it is required to measure risk rate which helps to estimate customers and forecast occurrence.

Keywords: survival analysis, risk, factors, insurance, occur.
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H. MARKOWITZ INVESTICINIO PORTFELIO
KONSTRAVIMAS KRIZES SALYGOMIS

Lina Kubiliaite
Vilniaus Gedimino Technikos Universitetas
kubiliute.lina@gmail.com

Anotacija. Siame straipsnyje konstruojami optimalus investiciniai
portfeliai remiantis Siuolaikine H. M. Markowitz investicinio
portfelio konstravimo teorija. Portfeliai modeliuojami imant
statistinius duomenis i§ Lietuvos akcijy birzos 2009 metu antrojo
pusmeéio ir prognozuojama j 2010 mety pirmajj ménes;.
Pasirenkamos desimties Lietuvos firmy akcijos. Portfeliy svoriai
randami sprendZiant netiesinj programavimo uzdavinj SAS OR
programinés jrangos pagalba, statistiniais duomenys apdorojai MS
Office pagalba.

Jvadas

Pastaruosius du metus akcijy kainos pastoviai krito, pelno
normos minusinés, taigi, kodél kas nors turéty rekomenduoti pirkti
akcijas tokiu metu kaip Sis — krizés metu? Nepaisant daugelio
socialiniy, politiniy ir ekonominiy veiksniy per paskutinius du
amzius akcijy rinkos grgza yra nuspéjama ilgam terminui. Sunku

pasirinkti investuoti, kai visi akcijas pardavinéja. Reikia turéti daug


mailto:kubiliute.lina@gmail.com

drasos pasirinkti prie§ingai. Bet remiantis zZymaus ekonomisto
zodziais ,,investuotojas turi buti godus, kai kiti atsargis, ir turi butu
atsargus, kai kiti godiis®.

Akcijy ar kity vertybiniy popieriy rinkinukas, kurj planuojama
jsigyti ar jau yra jgytas, vadinamas vertybiniy popieriy portfeliu.
Taigi, vertybiniy popieriy portfelyje gali buti vienos bendrovés
vertybinis popierius arba keliy bendroviy vertybiniai popieriai.
Aisku, kuo maZiau vertybiniy popieriy yra portfelyje, tuo jis
rizikingesnis. Jei portfelyje yra daugiau vertybiniy popieriy, tai
didesné tikimybé, kad atpigusiy akcijy vertés sumaZzéjima
kompensuos pabrangusios akcijos, t. y. bendra portfelio rinkos verté

labai nesumazés.

H. M. Markowitz modelis ir komponen¢iy parinkimas

H. Markowitz modelis yra Klasikinis investicinio portfelio
radimo modelis. Sj modelj S$estajame deimtmetyje pasiile H.
Markowitz. Jis remiasi matematiniais skaiCiavimais ir juo pagrista
Siuolaikiné investicinio portfelio teorija. AnksCiau investuotojai
suvoké rizikos koncepcija, tadiau jos nematavo. H. Markowitz
pasitlé efektyvaus portfelio terming. Efektyvus portfelis
apibudinamas kaip portfelis, kuris turi maZziausia rizikg duotam
pelningumui arba didZiausia pelningumg duotam rizikos lygiui.
Skai¢iavimams atlikti naudojama 10-ties Lietuvos jmoniy akcijy
kainos, kurios  pasirenkamos  remiantis AB  , Finasta“

rekomendacijomis.



Matematinis modelis stochastinio programavimo atveju

Portfeliai konstruojami generuojant pasirinkty jmoniy akcijy
kainas, i$ kuriy skai¢iuojama sukonstruoty portfeliy graza. Galima
daryti prielaida, kad grazos yra atsitiktiniai dydziai, pasiskirst¢ pagal
konkrety pastoviy charakteristiky tikimybinj skirstini. Tuomet jy
tikétinos grazos ir standartiniai nuokrypiai gali buti apskai¢iuojami i§
istoriniy akcijy kainy duomeny.

Tegul c; yra j —tosios firmos akeijy kaina i-aja diena.

Pelno normas skaiciuosime pagal formule:
Cii
a; =(C—‘—1)-1oo % Q)

(mano atveju k = 1).

Pasirinktam portfeliui

P=(X, Xyyeeey X, ) 2

sumas

a = Zau J (3)

vadinsime portfelio grazos reikSmémis (Cia @;yra pelno normos

laikotarpio, kurio duomenis naudojame konstruodami Portfelj). Sio
portfelio grazos realizacijomis sekanciame laikotarpyje vadinsime

sumas

b = Zb,, J (4)



¢ia by yra j — tosios firmos akcijy pelno norma i — aja sekanéio

laikotarpio diena.
Portfelio P wvidutine graza V(P) pusés mety laikotarpyje

skai¢iuojamas pagal formule

V(=3 3, ()
j=1

. m
ia a; = Zaij yra j — tosios firmos akcijy pelno normos vidurkis
i1

stebétam m, dienos ilgio laikotarpiui.

Jei pelno normos yra priklausomi atsitiktiniai dydziai, Portfelio

grazos dispersija yra

D(P)= anzn:aﬁxixj (6)

i=1 j=1
¢ia oy yrai—tosios ir j —tosios firmy pelno normy kovariacija.
Atsitikting akcijy pelno normg j — tajai firmai paZymékime n;.
Tarkime, kad atsitiktinis dydis (portfelio graza)

N(P)=Zn:njxj 7

yra pasiskirstes pagal normalyjj désnj su vidurkiu (5)ir dispersija (6).
I$sprendziame stochastinio programavimo uzdavinj

maxW

n
PO nx,>W)>1- «s,
j=1



Zn:szl,

=i
X;20,j=12,...,n. (8)
surandame portfelj, kurio graza, su tikimybe 1-08, turéty biti

nemazesné uz skai¢iy W. Remdamiesi prielaida apie normaluma

gauname separabelinio programavimo uzdavinj :

>0, j=1,2,...,n. (1)
Cia U, yra normaliojo skirstinio kritin¢ reikSme eilés o . P,
pazymésime portfelj, kurio komponentés yra uzdavinio sprendinys.
u, reikmés - skirtingoms normaliojo skirstinio kritinéms reikSméms
(o
Lentelé nr.1: Normaliojo skirstinio kritinés reikSmés.

P 051 0,55 0,6 0,65 0,7 0,75
Ué | 0,0251 | 0,1257 | 0,2533 | 0,38532 | 0,5244 | 0,6745

P (08 0,85 0,9 0,95 0,999
Ué | 0,8416 | 1,0364 | 1,2816 | 1,6449 | 3,0902




Praktiné dalis — portfeliy konstravimas:

Visi matematinio modelio veiksmai buvo realizuoti naudojant SAS
OR programa, o gauty duomeny apipavidalinimui panaudotas MS
Office Excel paketas. Portfeliai konstruojami naudojant statistinius
duomenis apie Lietuvos birzos akcijy kainas(LTL), naudojant 2009
antrojo pusmecio statistinius duomenis. Pagal anks¢iau aptartg
investavimo strategija pasirenkame i§ Lietuvos akcijy birzos 10
Lietuvos jmoniy.

Atlikus skaiciavimus su pateiktais duomenimis ir skirtingais
pasikliovimo lygmenimis, gauti tokie rezultatai:

Lentelé nr.3: Sukonstruoti portfeliai ir jy vidurkiai bei standartiniai

nuokrypiai.
> .3 (154 Z > n 3 n
s| & 2|8 2 9 & 3§ £ s
<| g 2lz| g g 9 N § rF
3| O g 2 2 n
X v, i =
(=9
PO,1 01, 01 01| 01 01| 01 01 0.1 01| 01
P0,51 0 0 0066 O 0 0 0 0(0.33
P0,55 | 0.56 0014 (014 O 0| 0.05 0 0(0.08
P0,6 0.58 0 0.14 {0.084 O 0| 0.06 0| 0.07 |0.05
P0,65 | 0.56 0 0.12 | 0.06/ 0.03| 0.03 | 0.06 0| 0.10|0.04
P0O,7 0.54 0 0.11 | 0.05 0.07| 0.02 | 0.05 0| 0.110.03
P0,75 | 0.52 0 0.10 [ 0.04) 0.09| 0.03 | 0.05 0 0.1 | 0.02
P0,8 0.51 0 0.10 [ 0.04) 0.10| 0.03 | 0.04 0| 0.12 |0.02
P0,85 | 0.50 0 0.09 [0.03 0.11| 0.04 | 0.04 0.02 | 0.12 | 0.02




Alita
Invalda
Linas

Kauno Energija
Grigiskés
Pieno Zvaigzdés
Stumbras
Teo

Lietuvos Dujos

o
= Klaipédos Nafta

P0,9 0.48| 0.01 0.09 | 0.03 0.04| 0.04 0.04| 0.12|0.02

P0,95 | 0.47| 0.03 0.08 |{0.03 0.11| 0.05 | 0.04 0.05| 0.12|0.01

P0,999| 0.45| 0.05 0.08 {0.02 0.12| 0.05 | 0.03 0.08 | 0.11|0.01

6 ménesiai

PO,1 Vidurkis Std
PO,51 0.072408 1.76327
P0,55 0.442265 4.30832
P0,6 0.256458 1.55194
P0,65 0.222201 1.35674
PO,7 0.198887 1.2838
PO,75 0.177954 1.2363
P0,8 0.165887 1.21588
P0,85 0.158148 1.20556
P0,9 0.140609 1.18679
P0,95 0.122429 1.17102
P0,999 0.105695 1.1593
0.077677 1.14677




Grafinis 8iy rezultaty atvaizdavimas:
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Pasikliovimo lygmuo

0 Alita @ Kauno Energija O Grigiskés O Invalda ® Klaipédos Nafta B Lietuvos Dujos B Linas O Pieno Zvaigzdés ® Stumbras B Teo

1 Paveikslélis: Sukonstruoti portfeliai.

Kaip galime pastebéti, didéjant pasikliovimo lygmeniui, akcijy
portfelis tampa jvairesnis t.y. perkama jvairesniy firmy akcijy (Pvz. :
kai P = 0,51 perkama tik 2 i$ 10 firmy akcijos, o kai P = 0,75 jau
perkamos net 9 firmy akcijos). R0,1 yra bazinis rinkos portfelis (kai
visy akcijy perkama po lygiai). Taip pat galime iskirti, kad AB ,,Teo*
ir AB ,Invalda®“ akcijy siiiloma rinktis visuose sukonstruotuose
portfeliuose. AB ,,Alita” akcijos sudaro didziausia dalj devyniuose i§

vienuolikos sukonstruoty portfeliy.



Optimaly portfelj gauname tada, kai jo vidutiné pelno norma bus

didziausia, o dispersija — maZiausia.

6 ménesiai
5
4 N
% 3
)
2,
= - - - - -
5t
S
S o b S . - - - - T ; 7
E 1 P0O,51 PO,55 P0,6 PO,65 PO, 8 P0,85 P0,9 PO0O,95 PO0,999
o \
=
s -2
-3 \
-4
Pasikliovimo lygmuo
|—0—Vidutiné pelno norma —=— Standartinis nuokrypis —a— Apatiné pelno norma |

2 Paveikslelis: Portfeliai pagal pasikliovimo lygmen; ir graza.

Kaip matome i§ pateiktos lentelés ir jos grafinio vaizdo, portfelio
P0,6 rizika yra maziausia. Grafiskai atvaizduota standartinio
nuokrypio, vidutinés pelno normos ir apatinés pelno normos ribos
priklausomybés nuo pasikliovimo lygmens per tiriamus SeSis
ménesius.

Portfeliy palyginimui naudojama vidurkio priklausomybé nuo
standartinio nuokrypio. Kaip matome i§ zemiau esancio grafiko
»geriausiu® portfeliu galime laikyti P0,51, nes jo vidutiné graza yra
pati didziausia. Kita vertus, Sis portfelis néra labai patikimas, nes
rizika taip pat didziausia. ,,Blogiausiu“ portfeliu galime laikyti PO,9.
Pateiktame grafike taip pat yra pavaizduotas bazinis rinkos portfelis

RO,1, kuris iSskiriamas punktyrine linija.



6 ménesiai
0.5
0.45 +POS5ST
0.4
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4
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3 paveikslélis: Portfeliy priklausomybé

ISvados

Imant didesnj pasikliovimo lygmenj mes maZziname rizika, tuo paciu
sukonstruotas portfelis tampa jvairesnis.

Portfeliy realizacijos: P0,51 - manomas geriausias portfelis, P0,6 -
subalansuotas portfelis, RO,1 -bazinis, P0,9 — manomas blogiausias.
Taip pat pastebétina, kad krintan¢iy akcijy kainy situacija rinkoje
néra ,,siaubinga®, nes Zvelgiant i§ investuotojo pusés jis gali isigyti
akcija palankiausiomis kainomis su perspektyva jas parduoti

brangiau sekanciame laikotarpyje.
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H. Markowitz investment portfolio construction during crisis
period

The Master’s thesis practices on stochastic programming model, in
order to select the investment portfolio from the efficient portfolios
set. Inefficient portfolios are modeled while searching mixed strategy
in the matrix game, the elements of which are stochastic values.

Models are tested following the statistical data of stock values.
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SKAITINIS DIFUZIJOS PROCESU MODELIAVIMAS HETEROGENINESE
DVIMATESE IR TRIMATESE TERPESE

Mantas Tarvydas
magistrantas
Vilniaus Gedimino technikos universitetas
El. pastas: mtarvydas@gmail.com

Anotacija. Modeliuojami difuzijos procesai heterogeninéje terpéje. Nagrinéjama terpé susideda i§ dviejy skirtingy me-
dziagy, kuriy Silumos laidumo savybés yra skirtingos. Apzvelgta teoriné dalis ir gauti eksperimentiniai rezultatai. Re-
miantis universaliu paketu ,,ANSYS®, atlikti modeliavimo ir vizualizacijos darbai. Gauti rezultatai leidZia aprasyti, kaip
Siluma pasiskirsto, nagrinéjamoje terpéje. Remiantis baigtiniy tiiriy metodu, sukurta ir parasyta originali programa, kurios
pagalba galima modeliuoti difuzijos procesa dvimatéje heterogeninéje terpéje. Gauty tiesiniy algebriniy lyg¢iy sistemai

spresti naudojamas matricinis perkelties algoritmas.

Reik§miniai ZodZiai: difuzija, skaitinis modeliavimas, heterogeniné terpé, Silumos laidumas, baigtiniy tiriy metodas,

matricinis perkelties algoritmas.

Jvadas

Daugelis svarbiy gamtos ar technikos reiskiniy turi savo
matematinius modelius, kurie gali biiti uzraSome diferen-
cialinémis lygtimis. Vienas i§ tokiy reiskiniy yra difuzijos
procesas, kuris apibiidina daleliy judéjima i§ didesnés
koncentracijos vietos link mazesnes koncentracijos. Dar
§j procesg galime vadinti Silumos pernes$imu ar laidumu.

Siluminis laidumas — medZiagos savybé praleisti
Siluma, t. y. termoizoliaciné medziagos savybé. Sig savy-
be apibiidina Silumos laidumo koeficientas k. Kuo ma-
zesné K verté, tuo geresnémis izoliacinémis savybémis
pasizymi medziaga. Siluminis laidumas yra savaiminis
Siluminés energijos atidavimo procesas per medziaga i$
aukstesnés temperatiiros regiono | Zemesnés. Procesas
stengiasi i§lyginti temperattrinj skirtuma.

Skaitinis $ilumos laidumo proceso matematinis mo-
deliavimas yra sudétingas procesas. Reikia sudaryti dife-
rencialing lygtj, turéti krastines salygas ir Zinoti Silumos
laidumo koeficientus. Be to, reikia pasirinkti skaitinius
metodus, kuriy pagalba galésime analizuoti pasirinkta
matematinj modelj.

Samarskii (2001) teigia, kad skaitiniai eksperimentai
padeda geriau suvoki realiame pasaulyje vykstancius
fizikinius procesus.

Tokiems procesams modeliuoti yra sukurta nemazai
universaliy programy, kurios remiasi baigtiniy skirtumy
arba baigtiniy elementy metodais. Siame darbe naudoja-
mas vienas i§ tokiy universaliy programiniy pakety

© Vilniaus Gedimino technikos universitetas
http://www.vgtu.lt/leidiniai

»ANSYS®, kurio pagalba, galima modeliuoti ir nagrinéti
Siluminius uzdavinius.

Sio darbo tikslas — naudojantis skaitiniais metodais,
parasyti programg, kuri modeliuoty Silumos laidumo
procesag dvimatéje heterogeninéje terpéje. Gautus ekspe-
rimentinius rezultatus palyginti su programinio paketo
,ANSYS* gautais rezultatais.

UZdavinio formulavimas

Dvimacio stacionaraus Silumos laidumo uzdavinio mate-
matinis modelis yra diferencialinis uzdavinys, kurj sudaro
diferencialiné lygtis (1).

0 ou 0 ou
——(K(X;,%,)—) = — (K (X, X,)—
aXl((l Z)axl) aXz((l 2)6)(2

)= f(Xl,Xz), @
¢ia: U = U(xy, X2) — temperatiira (ieSkoma funkcija), (xq,
X2) €Q sri¢iai, kurioje sprendziamas uzdavinys; k —
Silumos laidumo koeficientas; f - iSorinis Silumos Saltinis
(Ciegis 2003).

Silumos laidumo koeficientas k(x1, x2) (2) priklauso
nuo dviejy medziagy i$ kuriy yra sudaryta nagriné¢jama
terpé. Tai yra i§ I medziagos ir Il medziagos, todél uzra-
Some taip:

k,, (X, X,) € | medziagos sriciai

k(xl,xz):{ (2

K,, (X;,X,) € Il medziagos sriciai


http://lt.wikipedia.org/wiki/Temperat%C5%ABra

Uzdavinio matematinéje formuluotéje krastinés sa-
lygos yra reikalingos sprendinio egzistavimo ir vienaties
uztikrinimui. Nagrinéjant skaitinius metodus krastinés
salygos yra biitinos ir labai svarbios, nes be jy nebiity
galima vienareik$miskai i$spresti nagringjamo uzdavinio.
Modeliuodami naudosime pirmojo tipo krastines salygas,
kai zinome temperatiirg visame srities konttire U r=U,.

UZdavinio skai¢iavimo metodas

Norit skaitiniai metodais spresti nagrinéjama uzdavinj,
turime atlikti $iuos tris Zingsnius:
o Nagrinéjamoje srityje jvestj diskretyjj tinkla;
o ISvestines pakeisti baigtiniais skirtumais, o dife-
rencialing lygj - (tiesine) algebriniy lygciy sistema;
o I3spresti gauta tiesiniy algebriniy lygciy sistema;
[Samarskii (1997)]

(angl. Finite volume

method) universalus baigtiniy skirtumy schemy sudarymo

metodas. Jis taikomas tada, kai diferencialinio uZdavinio

triikio koeficientai turi trikio tasky Ciegis (2003).
Nagrinéjame bendra elipsinj uzdavin;j:

Baigtiniy tiiriy metodas

_9
0%,
U|r :Uav

u, @
K(Xy, X,) =) - ——
(k(x, Xz)axl) x,

UeQ.

(k(xl,xz)%”): ) Ve

Tarsime, kad yra iSpildytos eliptiSkumo sglygos

k(x,y) >k, >0.

Tuomet uzdavinj (3) galime aproksimuoti tokia schema
[Ciegis (2003)]:

4)

Y%, X,) = (X, %), X, X, € 0y,

{_(alyxl)xl —(aY5,)y, =0y X1, X, €@y,
Koeficientus ai» ir ¢ apskai¢iuojame baigtiniy tariy me-
todu:

2K(X sy ) K(X)

k(xiﬂ,j)""k(xij)’

2K(X; )k (X;)

k(xi,jt1)+k(xij)‘

a, = k(xlifO.S’ij) =

a, = k(xli ’ ijfo.s) =
Dy = f(Xli'XZj .
Nagring¢jamu dvimaciy atvejy pasirinkta schema apibrézia

tiesiniy algebriniy lygciy sistema, kuria galima uZzraSyti
tokiu pavidalu:

_Cl,ijyi—l,j _Cz,ij yi+l,j _C3,ijyi,j—1_cd,ij yi,j+1+C5,ijyij = ¢ij, (5)
1<i<N,1< <N,

koeficientus ci, C, C3, Cs ir C5 apskaiiuojame pagal $ias
formules:

ki—O.S,j ki+0.5,]
Cuii h2 Caji h2

ki,j—o.s ki,j+0.5
C3yij h2 ! C3,iJ hz !

Csij = Cyjj T Cqj T C55 +Cypj

Lygc¢iy sistemos sprendimo metodas

Tokioms lyg€iy sistemoms spresti yra sukurta dau-
gybe algoritmy. Siuos algoritmus galime skirstyti j dvi
grupes:

o Tiesioginiai metodai.

e lteraciniai metodai.
Nagrinéjamos sistemos atveju (5), pasirinktas tiesioginis
metodas — matricinés perkelties metodas.
Tai yra Gauso (angl. Gauss) metodo modifikacija, kuri
atsizvelgia | sprendziamos tiesiniy lygciy sistemos mat-
ricos struktiirg: kiekvienoje lygéiy sistemos lygtyje yra ne
daugiau negu penki koeficientai kurie nelygis nuliui. Si
metodo modifikacija leidZia spresti uzdavinj Zymiai efek-
tyviau, nebelieka trivialiy aritmetiniy operacijy: daugybos
i$§ nulio ar dviejy skai€iy, lygiy nuliui, sumavimo. Naudo-
jantis §iuo metodu sumazéja aritmetiniy veiksmy skai-
Cius, taip pat ir saugomos informacijos apimtis.

Nezinomuosius Y numeruodami pagal stulpelius

Y = (VY V),

Yin,-1

gauname tiesiniy algebriniy (vektoriniy) lygciy sistemag

CY,—-BY,=F,
-AY,_,+CY,-BY,

i |+1=Fi'

=AYy +Cy Y = Fya

i=23..N, (6)

Matricos A; ir B; yra blokais trijstrizainés, o matrica C; yra
trijstrizainé matrica

s 0 0 .. 0 Cuw 0O 0 .. 0

0 ¢, O 0 0 ¢y O 0
A| =/ 0 0 Ciis 0 ) Bi = 0 0 Cois 0

0 0 0 Cuin, - 0 0 0 Coin,



Con  —Cun 0 0 0

- cs,iz cs,iz - C4,i2 0 0
Ci=| 0 —Cyz Csig - 0 0 |
0 0 0

- C3,iNZ—1 C5,iN2—1

Lygciy sistemos sprendin;j iSreiSkiame tokiu pavidalu

Y, =aY,+B, i=1.N-2 )

Cia ¢, - M xM dimensijos matrica, gi - M dimensijos
vektorius. Matricos ¢, ir vektoriaus f1 apskai¢iuojamos

pagal Sias formules
a,=C'B,, B =CF.

Koeficientai a; ir fi apskai¢iuojami pagal formules

a; =(C; - Aiai—l)A B
Bi=(C; - Aai—l)il(Fi +ABL)

I8 paskutiniosios tiesiniy lyg¢iy sistemos lygties apskai-
¢iuojame sprendinj Yn-1:

Yua=Cyi— AN—laN—Z)il(FN—l + A Pya)-

Pasinaudojame formule (7) ir atgaline tvarka randame
sprendinj Y.

Skai¢iuojant matricinés perkelties koeficientus o ir S
atsiranda sunkumas, kad reikia skaic¢iuoti atvirksStines
matricas Ci‘l. Si procediira gali biiti sudétinga, kai turime
didelj lygciy skaiciy N., todél vietoj to, kad skaiciuo-
ti X = C'B, galime spresti CX = B. Sioje vietoje mat-
rica C turi buti iSskaidoma j L apating ir U virSuting
matricas (LU)x=h, Kiekvienam stulpeliui X ir B. Sis
metodas vadinasi LU sklaidos metodas.

11 12 Cln
C21 22 Czn
[C]= e
Cnl an Cnn
1 0 ... Ofju; U, .. U,
— ZZl 1 0 0 u22 u2n
gnl gnZ 1 O O unn

Suskaidzius matricg C j L ir U matricas, pirmiausiai tie-
siogine eiga sprendziame tokig sistema

antru zingsniu atbuline eiga randame nezinomuosius

Ux=y.

Atlikti darbai ir gauti rezultatai

Naudojantis programavimo kalba C++ buvo parasSyta
originali programa, kurios pagalba galima modeliuoti
stacionarius Silumos laidumo procesus heterogeninéje
dvimatéje terpéje. Pagrindinis programos langas 1 pav.,
kuriame staCiakampiy pagalba reikia apsiraSyti, atvaiz-
duoti nagrinéjama sritj. Taip pat reikia nurodyti skirtingas
Silumos laidumo koeficienty reik§mes, kurios priklauso
dviem skirtingoms medziagoms.

% Silumos pasiskirstymas.

Tiklas 50 jyeet

Staciakamio koordinaciu ivedimas

150 150
Ivesti
250 250 ﬂ

Silumas laiduma koeficientai k1 it k2

[ foa Ivest

1 pav. Pagrindinis programos langas, kuriame reikia jsivesti
nagrinéjama sritj ir Silumos laidumo koeficienty reikSmes.
Fig. 1. Main window of created program. It is need to indicate
heterogeneous media and thermal conductivity.

Sioje programoje realizuoti pries tai apradyti meto-
dai ir algoritmai, t.y. baigtiniy tiriy metodas - diskreti-
zuoti diferencialiniai lyg€iai, taip pat matricinés
perkelties metodas ir LU sklaidos metodas, kuriy pagalba
yra sprendziama penkiajstrizainé tiesiniy algebriniy

lygciy sistema.



Kaip testinis uzdavinys buvo sprendziamas toks di-
ferencialinis uzdavinys (8), nagrin¢jama terpé sudaryta i§
dviejy skirtingy medziagy (1 pav.).

0 ouU 0 ouU
——(k(x,,%x,)—) — —(k(x,,X,) —) =100, U € Q,
5 0u) 50 =5~k x) 25 c
U, =0,

®)
UeQ.

Atitinkamai paimti skirtingi $ilumos laidumo koeficientai
k1 ir kz:

k(xlvxz) :{

k, =1, (X, X,) € | medziagos sriciai
k, =100, (x,,X,) € Il medziagos sriciai

Gauti tokie skai¢iavimo rezultatai 2 pav.

2 pav. para$ytos programos gauti rezultatai, zingsnis h=0.02
2 fig. Received results form original program, step h=0.02

Naudojantis programiniu paketu ANSYS buvo modeliuo-
jamas toks pat dvimatis stacionarus $ilumos laidumo
uzdavinys heterogeninéje terpéje. Buvo gauti rezultatai ir
atlikta vizualizacija 3 pav.

3 pav. Programa ANSYSS gauti rezultatai
3 fig. Received results with software ANSYS

ISvados

1) Perzitreéti ir nagrinéti metodai ir algoritmai, kuriy
pagalba buty galima spresti nagrinéjamg uzdavinj. Pasi-
rinktas baigtiniy tiriy metodas ir tiesioginis tiesiniy al-
gebriniy lyg€iy sprendimo metodas.

2) ParaSyta originali programa, kurios pagalba gali-
ma modeliuoti stacionary dvimatj §ilumos laidumo uzda-
vinj.

3) Naudojantis paketu ANSY'S, buvo modeliuojami
jvairls uzdaviniai. Buvo rastas temperatirinis laukas
nagrinéjamoje heterogeninéje terpéje.

4) Originaliosios programos gaunami rezultatai, ga-
nétinai neblogai sutampa su programinio paketo ANSY'S
gautais rezultatais.
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NUMERICAL SIMULATION OF DIFFUSION
PROCESSES IN HETEROGENEOUS TWO-
DIMENTIONAL AND THREE-DIMENTIONAL MEDIA

Mantas Tarvydas
Abstract

Diffusion processes simulation is heterogeneous media.
This heterogeneous media consist of two different materials,
and their heat transfer coefficient has different values. Gath-
ered and overviewed theoretical part, also some experiments
are made. Using universal engineering design and analyses
software ANSYS were made modeling and visualization in
heterogeneous two dimensional media. From received re-
sults it is seen how heat is distributed in analyzed area.
Furthermore were written and created programs in C++ to
analyze diffusion processes in heterogeneous two dimen-
sional media. This program is using finite volume method
and others numerical methods to solve linear equations
system.

Keywords: diffusion, numerical simulation, heterogeneous
media, thermal conductivity, finite volume method, block
tridiagonal algorithm.
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MECHATRONIKOS GAMINIU GAMYBOS
PROCESO ATRANKINE IR STATISTINE
KOKYBES KONTROLE

Martynas Karkauskas
Vilniaus Gedimino technikos universitetas,shaldytuv@gmail.com

Anotacija. Siame darbe nagrinéjami mechatronikos gaminiy koky-
bés uztikrinimo metodai, naudojantis gamybos proceso duomenimis
ir patikimumo charakteristikomis. Metodai realizuojami Maple ma-
tematiniame pakete. Pateikiama realaus proceso analizé.

Reik$miniai ZodZiai. Statistiné kokybés kontrolé, atrankiné kontrolé,
patikimumas.

Ivadas

Ivairiy produkty gamybai ir jos realizacijai tampant vis globalesniu
reiskiniu, konkuruodami tarpusavyje gamintojai stengiasi didinti
gaminiy kokybe ir patikimumg. Siuo metu yra pripazjstama, jog e-
fektyviausias biidas tai padaryti yra gamybos proceso stebéjimo ir
analizés metody taikymas.[1, 723psl.]

Pagrinding statistinés kontrolés uzduotis yra tampriai susijusi su ga-
minio patikimumo uZztikrinimu. Viskas priklauso nuo konkrecios
kontrolés operacijos, jeigu kontrolés metu yra galimybé aptikti ne-
tinkamg gaminj, tai statistin¢ kontrolé tuo pat metu yra ir patikimu-
mo kontrolé.[2, 376psl.]

Buvo tirtas kompiuterinis transporto priemoniy, jy medziagy ir

jrenginiy kokybés jvertinimo metodas. Statistiniam kokybés ir kont-
rolés valdymo skai¢iavimui ir vizualizavimui pritaikyti kompiuteri-
niai paketai. Nustatytas sarasas kokybés procesams jgyvendinti. I$a-
nalizuoti kokybés kontrolés grafikai. Pritaikytas statistinis vidurkio

metodas ir atlikti kompiuteriniai skai¢iavimai [6, 41psl.].

1



Duomenys

Norint atlikti gamybos proceso statisting kokybés kontrole, pirmiau-
sia turi bati surinkti duomenys apie gamybos procesa. Siuo atveju
pasirenkama mechatronikos gaminiy viena i§ charakteristiky, kuri
yra nuskaitoma kontrolés metu. Pagal gaminio techninius reikalavi-
mus §i charakteristika neturéty vir§yti 6VA, t.y. jei gaminio naudo-
jama jtampos galia vir§ija leisting, tai gaminys pripazjstamas netin-
kamu.

Tyrimui pasirinkti 3000 gaminiy, kurie yra suskirstyti j 30 partijy.
Charakteristiky reikSmiy pasiskirstymas pavaizduotas 1 pav.
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1 pav. ,,Mechatronikos gaminiy charakteristikos reik§miy pasiskirstymo
grafikas®

Atrankiné kontrolé

Kai kuriose jmonése gamyba baigiama produkcijos i$leidziamaja
kontrole. Pagal jos rezultatus sprendZiama apie pagamintos produkci-
jos kokybeés lygi ir jos kitimo dinamika. Gamybos metu gaminiai
komplektuojami vienodo dydzio N partijomis ir siun¢iami atrankinei
kontrolei. | vieng partija patenka produkcija, pagaminta apytiksliai
tuo paciu metu vienodomis salygomis.

Atrankinés kontrolés metu patikrinama dalis patekusios partijos.
Remiantis gautais matavimy rezultatais daroma iSvada apie visg par-
tijg: partija gali bati priimta arba atmesta.[3, 16psl.]

Konkreciu atveju yra istirta 30 partijy po 100 gaminiy, todé¢l galima
nustatyti, koks yra netinkamy gaminiy skaiciaus partijose pasiskirs-
tymas( tai atvaizduota 2 pav.).



Defekty skaifiaus histograma

Partijy
skaidius

T T
a 1 2

T
3

Defeltyy shaicius

2pav. ,,Netinkamy gaminiy partijose skaiciaus pasiskirstymas*

=

I8 viso aptikti 62 defektiniai gaminiai, taciau atliekant atrankine
kontrole, netikrinami visi partijos gaminiai, todél biitina nustatyti
kokj skai¢iy gaminiy reikia tikrinti ir kada partijg laikyti tinkama, o

kada ne. Dél §iy priezasé¢iy yra randamas g — defektiskumo lygis. Jis

padeda apsiskaiciuoti defektiniy gaminiy skaiciy d, kuris atrankinés
kontrolés dydyje — n, atitiks nustatyta defektiSkumo lygj:
»Antrankinés kontrolés plany tikimybiu lentelé*

d | N=100 | n=20 | g=0.0207 | N=100 | n=40 | g=0.0207
PG PG

0 0.658 0.434

1 0.278 0.366

2 0.056 0.151

3 0.007 0.04

4 6*1004 0.008

5 4*1069 0.001




Lenteléje pateikti duomenys rodo, kad vykdant atrankine kontrolg
partija yra pripazjstama netinkama, kai tikrinamy gaminiy dydis yra
20 ir 40, o juose aptinkamy defektiniy gaminiy skaicius virSija 2 ga-
minius.

Statistiné kokybés kontrolé

Tai dar vienas statistikos instrumentas, kuris yra daznai naudojamas
gamyboje. Teisingas kokybés kontrolés pasirinkimas, gali padidinti
gamybos apimtis, pagerinti produkcijos kokybe ir sumazinti gamy-
bos sanaudas. Cia pateikiama tik keletas metody, kuriy pagalba ga-
lima nustatyti, kurie gamybos proceso periodai yra uz kokybés riby ir
reikalauja tolimesnio Zmogaus jsiki§imo i procesa.[5,462psl.]
Statistinés kokybés kontrolés grafiky sudarymas yra aprasytas 6 Sal-
tinyje, nors jis yra skirtas transporto priemoniy kokybés tyrimui, bet
statistinés kokybés kontrolés metodo esmé nesikeicia.
Vienas intervaly grafikas yra retai naudojamas. Jis daZniausiai yra
analizuojamas kartu su vidurkiy grafiku. Intervaly grafikas naudoja-
mas kai tiriamy objekty imtis nevir$ija 12.[4,225psl.]

Interwaly grafileas

03 fF————
032 —
0,30 —
028 —
0,26 —
Intrewalo dydis

0,24

0,22

0,20
0,12
L B e e P e

i 10 20 30
Intervalo eilés numeris

3pav. ,Intervaly grafikas®



Vidurkiy grafikas yra placiausiai paplites dél kiekybiniy pozymiy.
Dazniausiai( taciau ne visada), jis yra naudojamas kartu su dispersijy
arba intervaly grafikais.[4, 221psl.]

WVidutkiy grafileas

5910
5,005

Vidurkio ]
3,900
dyrelis i J

5205

5200

Vidutkio eiles mumeris

4pav. ,,Vidurkiy grafikas*

Dispersijy grafikas yra naudojamas, kai tiriamy partijos objekty skai-
Cius virSija 12. Taip yra todeél, kad intervaly grafikas dideléms imtims
turi mazesnj efektyvuma.[4, 223psl.]



Dispersipy grafikas
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5pav. ,,Dispersijy grafikas*

ISnagrinéjus 3,4 ir 5 paveikslus néra aisku i$ intervaly ir vidurkiy
grafiky, kurios i$ tiriamy partijy yra uz kontroliuojamy riby ir ar ga-
lima bty teigti, jog Sie procesai yra be nuokrypiy. Kitaip yra zitirint j
dispersijy grafika: ia pastebimi riby kirtimai. Taigi galima biity teig-
ti, jog 2,5 ir 15 partijose gali bati ir daugiau neatitinkanc¢iy kokybés
reikalavimy gaminiy, negu likusiose. Siuo atveju intervaly ir vidur-
kiy grafikas gal tiksliai ir neparodo $iy nuokrypiy, taciau buty galima
grieztinti jy ribas ir tada turéty iSryskeéti atitinkami nuokrypiai.

ISvada

Naudojantis statistinés kontrolés metodais buvo istirti mechatronikos
gaminiy kokybé ir patikimumas.

Metody pagalba galima nesunkiai aptikti jvairiy technologinio pro-
ceso nuokrypiy, taip pat pasirinkti tokius kokybés kontrolés reikala-
vimus, jog sie tenkinty kokybés reikalavimus.
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SAMPLING CONTROL AND STATISTICAL QUALITY
CONTROL OF MECHATRONIC PRODUCTS

M.Karkauskas
Summary

This job is showing how to use sampling control and statistical quality con-
trol in the real production. We find out failure and probability of production
process to sure our selected quality limit.
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LYGIAGRETUS PREDIKTORIAUS-
KOREKTORIAUS ALGORITMAS
PARABOLINEMS LYGTIMS GRAFUOSE
SPRESTI

Natalija Tumanova
VGTU, tumnat@gmail.com

Anotacija. Nagrinéjama paraboliné reakcijos-difuzijos lygtis vien-
macio grafo briaunose. Konstruojant algoritma naudojama diskre-
Cioji schema, leidzianti suskaidyti grafa i atskiras briaunas. Patei-
kiamas lygiagretus algoritmas, grindziamas duomeny lygiagretumo
paradigma. Duomenims tarp procesy paskirstyti naudojamas Metis
irankis. Nagrinéjamos lygiagre€iojo algoritmo savybés, pateikiami
skaiCiavimo eksperimento rezultatai.

Ivadas

Daugelis taikomyjy uzdaviniy gali biiti modeliuojami kaip reak-
cijos-difuzijos lygtys grafuose: neurony suzadinimo, transportavimo
siaurais vamzdziais, elektros grandinés modeliavimo ir kiti uzdavi-
niai. Realiis uzdaviniai paprastai pasizymi didele skai¢iavimy apim-
timi, apima daZnai netiesines lygéiy sistemas, todél jy sprendimas
yra gana sudétingas.

Skaitiniai algoritmai Siems modeliams spresti nagrinéjami dar-
buose (Chegis 1992; Mascagni, Sherman 1989; Mascagni 1990;
Mascagni 1991; Rempe, Chopp 2006; Ying, Rose, Henriquez 2008).
Naudojant tikslesnes ir stabilesnes pilnai netiesines skirtumines sche-
mas kiekviename laiko zingsnyje reikia spresti didelg tiesiniy lygciu
sistema. Taciau prediktoriaus-korektoriaus metodas bei kiti srities
skaidymo metodai leidzia suskaidyti grafa i atskiras briaunas ir
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spresti uzdavinj kiekvienoje briaunoje atskirai (Rempe, Chopp
2006). Tai sudaro geras salygas lygiagretinti skai¢iavimus. Siame
straipsnyje nagrinéjamas lygiagretus algoritmas tiesinei parabolinei
lygciai grafuose spresti, grindziamas prediktoriaus-korektoriaus skir-
tumine schema.

Matematinis modelis

Uzdavinio formulavimo sritis yra grafas. Grafo virStiniy aibé
P={p;,i=1..,I}, briauny aibe E={e, =(py, »Pk; )s Pi,»
Pi, € P, k=1,..,K}. Kiekvienoje grafo virSinéje apibréziamos
feinan¢iy ir iSeinanciy briauny aibés: NT(p,)={e;: ¢, =
(pis 9p1’)€ Ea s = 19-'->S1'} s N_(pj)z {ek ey = (piapjf)e Ea
f=L1..,F;}. Taip pat apibréziamos galineés virsunés: 7 ={p;:
pieP, N'(p)=0arba N (p;)=0}.

Kiekvienoje grafo briaunoje sprendziama paraboliné lygtis:

ot o [ e ot

k, k k
- - —-q'u"+f", O<x<l,, k=1...K, 1
a o éxJ Tt ¢ W

0<dy<d*(x,t)<dy,, q¢*(x.0)>0, N :{ 0, jeie, =(p;.ps)
u” (p;, ) =u" (b;,t)=p,(1), Vp,eT, Ly, Jeie, =(ps,p;)-

Grafo virSiiniy aibe P =7 U P, sudaro galines ir vidinés virsi-
nés (pavadinkim jas mazgais). Mazguose galioja tvermés désnis:

a a m a k
eaqug= X A" -y at e
! eneN (o) Py aeNTy R,
ug () =u"(py.t), VpseP, e,eN"(p,). 2)



Diskrecioji schema
UZzdavinio sritis diskretizuojama erdvéje ir laike. Diskretusis tin-
klas: @, (k)={x": xk=jh.j=0...0;} xﬁk =1, k=1.K

w,={": t"=nt, n=0,...,N, Nt=T}, jame apibréziame
funkcija U;"" = Uk(xj,t”), k=1,...,K . Naudosime tokius baigti-
niy skirtumy Zyméjimus:
k.n k.n k.n k,n

Un_Un—l U I_U U’ _U ,_1

U;’ =—,6xUJ/-"" = GEUJ/-"" =7
T hk hk

Visiskai neisreikstiné schema parabolinei lyg¢iai (1) briaunose spres-
ti yra tokia:

Ubt = 8;(dj’_‘ﬁafo’”) —q U 1 f1 x; 0, (k) k=1....K.(3)
2

U™ (p)=w "), VpeT.
Tvermés lygtis grafo mazguose aproksimuojama tokiu btidu:

hy
UM +qiUl+ % [dj"_laxU’;k" (Uﬁk", ’”’U"" fy )}
ek€N+(P.c) k2 2

h,,
_ dm,naiUmn __m Umn + m,nUm,n _ m,n :O,

emENz_:(ps)|: % o 2 ( qo ‘ ‘ ):|
Vps e, 4

Ul =U""(p,), Vp,eP, eneN (p,). )

Schemos aproksimacijos tikslumas O(t + h?) visose taskuose.

Tokiu budu kiekvienai grafo briaunai gaunamos J -1 lyg-
tys (3). Papildomos 2 lygtys gaunamos i$ krastiniy salygu, tolydumo
salygy (5) ir tvermés désnio mazguose aproksimacijos (4). Gauta
tiesiniy lygciy sistema sieja visus vieno laiko sluoksnio diskrec¢iojo
tinklo taskus, todél jos sprendimas realiam uzdaviniui reikalauja di-
deliy kasty. Prediktoriaus-korektoriaus schema leidzia apskaiciuoti
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sprendinj grafo mazguose, o po to skaiciuoti kiekvienoje briaunoje
atskirai, naudojant mazgy reikSmes kaip krastines salygas. Kiekvie-
noje briaunoje gaunama trijstrizainé tiesiniy lygéiy sistema, kuri
efektyviai sprendziama perkelties metodu. Detaliai nuoseklus algo-
ritmas yra aprasytas (Rempe, Chopp 2006).

Lygiagretus prediktoriaus — korektoriaus algoritmas

Lygiagretus prediktoriaus — korektoriaus algoritmas yra grin-
dziamas duomeny lygiagretumo paradigma. Duomenims tarp proce-
sy paskirstyti buvo naudojamas Metis jrankis(Karypis Lab). Metis
paskirsto procesams mazgus. Natiralu, visos briaunos, jungiancios
vieno proceso mazgus, irgi priklauso tam procesui. Briaunos, kuriy
pradzios ir pabaigos mazgai priklauso skirtingiems procesams, yra
dalijamos pusiau, prie pjiivio atsiranda specifiniai krastiniai taskai:

1 pav. Grafo padalijimas procesams

Tokiu budu skai¢iavimo eiga kiekvienam procesui skiriasi tik
skai¢iuojant bendras (su kitu procesu) briaunas. Jose irgi naudojamas
faktorizacijos metodas, kuris schematiskai pavaizduotas 2 pav.

oy Do Do :
O

2 pav. Bendros briaunos faktorizacija

4



Po antro zingsnio, atlikus pusg faktorizacijos procediiros, proce-
sai keiciasi koeficientais prie krastiniy tasky, iSsprendzia dviejy lyg-
¢iy sistema, po to baigia spresti lygciy sistema briaunoje.

Trumpai lygiagrety prediktoriaus-korektoriaus algoritma galima
aprasyti taip (Kgareq yra skaicius briauny, kuriomis procesas dalijasi
su kitais, o briauny ir vir§iiniy skai¢iai yra lokalus):
while (t<T){

for (k=0; k<K; k++){

Apskaiciuojami briaunos trijstriZainés sistemos koeficientai
if ( py, € ) Apskaiciuojamos mazgo koeficienty sumos

if(p K € P,) Apskaiciuojamos mazgo koeficienty sumos

H
for (i=0; i<ly; i++) Apskaiciuojamas sprendinys mazge
for (k=0; k<Kgpareq; kit+){

Faktorizuojama saka

Siunciami koeficientai kitam procesui

J

for (k=Kpareq; k<K; k++) Sprendziama trijstrizainé sistema

for (k=0; k<Kgpareq; k++){
Gaunami koeficientai is kito proceso
Apskaiciuojamas sprendinys krastiniame taske
Baigiama spresti trijstriZainé sistema

j
for (i=0; i<l;; i++) Patikslinamas sprendinys mazge
. . . K . . .
Bendras uzdavinio dydis W =0O( J,), o lygiagreciojo algo-
k=1
ritmo vykdymo laika galima jvertinti taip:

7, =0+ y(p)a + BL). (©)
p

kur p yra procesoriy skaicius, 6 - padalinto grafo subalansavimo koe-
ficientas (rodo kaip skiriasi uzdaviniai, atitek¢ skirtingiems proce-
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sams), (o + L) — L dydzio praneSimo persiuntimo tarp dviejy pro-
cesoriy kastai, o y(p) parodo kiek daugiausia pranesimy siuncia

vienas procesas: Y(p)= max(K ). Reikéty pabrézti, kad jvertis
p

shared

(6) yra pesimistiskas, nes numato ta atveji, kai procesui, kuriam ati-
teko didziausias uzdavinys, taip pat tenka siusti daugiausia pranesi-
my.

Kompiuteriy klasteriuose praneSimo parengimo laikas yra Zy-
miai didesnis uz vieno skai¢iaus siuntimo laika (o >>[3), o siuncia-

mi praneSimai yra labai trumpi, todél (6) galima supaprastinti taip:

w
== 0+ 1), (7)

Programoje naudojamas asinchroninis duomeny siuntimas, o tai
reiskia, kad procesui nereikia laukti, kol praneSimas pasieks adresata
ir tas praneSima apdoros. Daugelis Siuolaikiniy kompiuteriy gali tuo
paciu metu atlikti skai¢iavimus ir siusti praneSimus, todél, kai skai-
¢iavimy apimtis su lokaliais duomenimis tarp duomeny siuntimo ir
gavimo (Siuo atveju tik ,,savy“ briauny skaiciavimas) yra pakanka-
mai didelé, duomeny persiuntimo kastai mazéja, nes netenka laukti
tus¢iai duomeny i$ kito proceso. Siuo atveju (7) formulés antras dé-
muo dar mazéty.

Naudojant (7) jvertj gaunamos tokios lygiagreciojo algoritmo
papildomos sanaudos:

K,W.p)=w®-D+a-p-v(p),

o tada lygiagreciojo algoritmo izoefektyvumo funkcija yra

W=6ex(p) p). ®)

Skaiciavimo eksperimentas

Skaiciavimai buvo atlikti VGTU klasteryje Vilkas su Intel® Co-
re™ i7-860 @ 2.80 GHz procesoriais, turinciais po 4 branduolius.
Testinio uzdavinio duomenys:



o Modelio koeficientai d* (x,0)=1+x, qk (x,t)= oo
funkcija f F(x,0) parenkama taip, kad tikslus sprendinys
ub (e, =x*(1, —x)°t.

o Briauny ilgiai generuojami atsitiktinai nuo 0.1 iki 5.

Skai¢iavimai buvo atlikti su trimis grafais. Du i$ jy yra gana i$-

retinti, briauny yra tik apie du kartus daugiau nei mazgy, o antras

grafas yra du kartus didesnis uz pirmaji. Abiejuy grafy padalijimo
balansavimo koeficientai yra panasiis. TreCias grafas yra labiau pri-

sotintas, jo mazgy skai¢ius yra 1, ~ AK , o balansavimo koeficientai

nuo 1.03 iki 1.3 karty blogesni. Skai¢iavimy rezultatai pateikti lente-
lese.

Algoritmo efektyvumas, skai¢iuojant 1275 briauny ir 510 mazgy; 7,=754

p(mxb) | 1x2 | 2x1 | 1x4 | 2x2 | 4x1 | 2x4 | 4x2 | 8x1 | 4x4 | 8x2 | 8x4

T, 3891383224206 |201|116]106]102| 61 | 58 | 34

S, 1.9411.97|3.37]3.66|3.75]6.50|7.11|7.39 |12.36]13.00[22.18
E, 1097[098]0.84/0.92/0.94/0.81]0.89][0.92]0.77|0.810.69

Algoritmo efektyvumas, skai¢iuojant 2555 briauny ir 1022 mazgy; Ty=1535

p(mxb) | 1x2 | 2x1 | 1x4 | 2x2 | 4x1 | 2x4 | 4x2 | 8x1 | 4x4 | 8x2 | 8x4
T, 794 | 768 | 455 | 407 | 389 | 233 | 210 | 196 | 120 | 110 | 66
S, 1.9312.00|3.37[3.77|3.95]|6.59|7.31|7.83 |12.79]13.95|23.26
E, 1097[1.00[/0.8410.94]0.97/0.8210.91]0.98|0.80|0.87]0.73

Algoritmo efektyvumas, skai¢iuojant 1275 briauny ir 110 mazgy; 7,=751

p(mxb) | 1x2 | 2x1 | 1x4 | 2x2 | 4x1 | 2x4 | 4x2 | 8x1 | 4x4 | 8x2 | 8x4
7, 393 394|226 | 214|210 | 122 | 110 | 108 | 67 | 61 | 37
S, 1.91]1.91|3.32]3.51[3.58|6.16|6.83|6.95(11.2112.3120.30
E, 1096[0.95]/0.83/0.88/0.89]0.77]0.85]0.87|0.70]0.77]0.63
Skaic¢iavimo eksperimento metu y(p) igijo skirtingas reik§mes,

tatiau jos buvo nedidelées ir nebedid¢jo, kai p>8:
Y(P) < Vmax << K . Todél galime laikyti, kad Siais atvejais izoefekty-

vumo funkcija (8) yra tiesiné. Skai¢iavimy rezultatai tai patvirtina:
lyginant pirmos ir antros lenteliy duomenis matome, kad apie du
7



kartus didesniam uzdaviniui spresti panasiu efektyvumu galime pa-
naudoti du kartus daugiau procesoriy.

Taip pat matome ryskia tendencija rezultatams blogéti, jeigu yra
naudojamas daugiau negu vienas branduolys skai¢iavimo mazge. Tai
galima paaiskinti tuo, kad procesai, vykstantys skirtinguose vieno
skai¢iavimo mazgo branduoliuose, konkuruoja tarpusavyje dél duo-
meny skaitymo/rasymo i$/i atmintj (Levy, Gal-On 2008).

Blogesnius lygiagreciojo algoritmo rodiklius tre¢iajame skaicia-
vime galima paaiskinti blogesniu grafo balansavimu.

Taciau sunku buvo suderinti skai¢iavimy rezultatus su (7) jver-
¢iu. Taip galéjo atsitikti dél to, kad (6) ir (7) iverciai yra pesimistiski,
rodo maksimaly algoritmo vykdymo laika. Taip pat heterogeniniuose
kompiuteriuose daug priklauso nuo to, su kuriuo procesoriumi buvo
paskaiCiuotas dydis W =T, ir kaip paskirstytos uzduotys tarp nevie-
nody procesoriy. Todél kartais, kai 7}, apskaiCiuotas su létesniu pro-
cesoriumi, ir létesniam procesoriui, matyt, atitenka mazesné uzduotis
lygiagreciuose skai¢iavimuose, skai¢iavimo rezultatai rodo, kad

TP<K6.
p

Apibendrinimas

1.Prediktoriaus-korektoriaus schema leidzia suskaidyti uzdavinj
grafe | vienmacius uzdavinius kiekvienoje grafo briaunoje ir lengvai
lygiagretinti skai¢iavimus, kas yra svarbu sprendziant didelés apim-
ties realius uzdavinius.

2. Pasiulytas lygiagretus prediktoriaus-korektoriaus algoritmas.
Papildomos algoritmo sanaudos labiausiai priklauso nuo grafo pada-
lijimo kokybés.

3. Skaic¢iavimo eksperimento rezultatai rodo algoritmo efekty-
vuma. Rezultatai sprendziant apie du kartus didesnj uzdavinj patvir-
tina, kad izoefektyvumo funkcija yra tiesiné. Skaic¢iavimai rodo, kad
efektyviausia naudoti po vieng procesoriy skai¢iavimo mazge.
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PARALLEL PREDICTOR CORRECTOR ALGORITHM FOR
PARABOLIC EQUATION ON GRAPHS

N. Tumanova
Summary

We consider reaction-diffusion equation formulated on the edges of the
graph. We have proposed the parallel predictor corrector algorithm based on
data distribution paradigm. Algorithm is implemented to decouple computa-
tions at each edge of the graph. We have discussed the properties of the
algorithm and have presented the results of computational experiments.



MATEMATIKA

13-osios Lietuvos jaunyjy mokslininky konferencijos ,Mokslas — Lietuvos ateitis*,
ivykusios Vilniuje 2010 m. 4 mén. 9 d., medziaga

SKAITINIS KONVEKCHOS - DIFUZIJOS
LYGCIU SPRENDIMAS

Povilas Germanavicius
Vilniaus Gedimino technikos universitetas

Anotacija

Siame straipsnyje bus supaZindinama su vienmaéiu ir dvimaciu
difuzijos — konvekcijos tipo uzdaviniu ir jo analize. Vienmaciu atve-
ju difuzijos lygtis sprendziama Furjé ir neisreikstiniu Eulerio meto-
dais. Dvimaciu atveju lygtis sprendziama iSreikstiniu, neisreiksStiniu
ir simetriniu Eulerio metodais. Pateikti skai¢iavimo eksperimenty
rezultatai lyginami su teoriniais konvergavimo jverciais.

Ivadas

Oro tarSos problema egzistuoja jau nuo XIX a. prasidéjusios
pramoninés revoliucijos. Oro tarSa - medziagy, kenksmingy Zmo-
néms bei kitiems organizmams arba pazeidzianéiy aplinkg, iSmeti-
mas ] atmosferg. Norint i$siaiskinti apie tarSos sklidima aplinkoje,
kuriami tarSos sklidimo matematiniai modeliai. Siy medZiagy pasis-
kirstymas ore priklauso nuo trijy procesy. Pirma, kenksmingos me-
dziagos atsiranda kaip gamybinés, technologinés ir kitokios Zzmoniy
veiklos Salutinis produktas. Antra, kenksmingas medziagas pernesa
veéjas — konvekceinis procesas. Trecia, Sios medziagos sklinda j aplin-
ka dél difuzijos proceso.



Matematinis modelis vienmaciu atveju

Pazymékime u(x,t) kenksmingy medziagy koncentracija nuo lai-
ko t, taske x. Tarkime kenksmingos medziagos sklinda j aplinkg tik
difuzijos proceso. Sj uzdavinj spresime Furj¢ metodu ir skaitiniu
metodu — neisreikstiniu Eulerio metodu. Nagrinésime tokj matemati-
nj modelj:

a—uzi(ka—uj O0<x<l O<t<l.
Krastinés salygos:
Pradinés salyga:
u(x,0) = ¢(x) = —2x* +2x, 0<x<1 3)

Furjé metodas

Sj uzdavinj spresime kintamyjy atskiriamuoju arba kitaip Furjé
metodu. Ieskosime tokio pavidalo nenuliniy $ilumos laidumo lygties
sprendiniy:

u(xt) =S TOX(X)

Tada u =T (t)X(x), i(k a—“j =KT(t)X () ir jrase iuos
ot ox\_ 0OX

reiskinius  lygti (1) gauname:
TO_ X
T(t) X (1) (4)




Kairéje (4) lygybés puséje esantis reiskinys yra vien tik kintamo-
jo t funkcija, o deSingje - tik x funkcija, todél abi lygybés turi bati
tapatingai lygios konstantai (salyga, kad const <O prieSingas atve-
jis neturi fizikinés prasmeés):

TO_ X0 _
TH X

Gauname T, (t) ir X, (t) bendruosius sprendinius:
T (t)=Ce ", X, (t)=C,sin(Ax)+C, cos(ix), A =m.
I3 krastiniy salygy (2) gauname:
T (t)=be ™™, X, (t)=b, sin(znx)

Furjé metodu sprendinys u(X,t), kur b, sandauga pazymime

u(x,t)=>"a,e™ " sin( nx)

n-1
Koeficientus a, apskaiCiuojame skleisdami Furjé eilute uzdavi-
nio prading salyga (3):

S a, sin( ) = ¢(x)
®)

IS (5) lygybeés isreiSkiame a, :

a, = Z(Jl‘(/ﬁ(x)sin( nnx)de

Gauname Furjé metodu lygties (1) sprendinj u(x,t):



u(x,t) = izﬁ B(x)sin( 7znx)dxje”2”Zkt sin( znx)
e (6)

Neisreikstinis Eulerio metodas vienmaciu atveju

ou
Lygties desinigjg pus¢ — ir kairigja pusg 2 ka— pakeisi-
ot OX\ oX

me baigtiniais skirtumais:

a_u _ uin+1 _ uin

ot T (7a)
a k a_u k uir:_l 2U n+l + Un+1
ox U ox h2

(7b)

7 — zingsnis pagal laika t,

h — zingsnis pagal X.

Taikydami neisSreikstini Eulerio metodg [1] diferencialing lygtj
(1) aproksimuojame diskrecia lygtimi:

n+l n n+l n+1

n+1
u'" —u . Uiy —2u" +u”

T h2

(8)

Konvergavimo analizé

Panagrinésime ar neisreikstinio Eulerio metodo (8) gauti spren-
diniai konverguoja j diferencialinio uzdavinio sprendinj (6). Skaiti$-
kai spresdami tokius uzdavinius, turime jsitikinti, kad diskretusis
sprendinys art¢ja prie diferencialinio uzdavinio sprendinio, prieSingu
atveju laikysime, kad pasirinktas skaitinis metodas skai¢iuoja blogai.



Neisreikstino Eulerio metodo aproksimacijos paklaida jvertina-
ma tokia nelygybe:

| <O(z +h?)

Si lygybé nusako tai kad jeigu norime gauti keturis kartus tiks-
lesni skaitini sprendinj, laiko zingsnj 7 pagal laika t turime padidinti
keturis kartus, zingsnj h pagal x turime padidinti du kartus.

Imkime h = 0,1, = = 0,005 ir nagrinékime sprendinius laiko
momentu t = 0,5. 1 lenteléje yra pateiktos diferencialinio krastinio
uzdavinio (1) sprendinio U ir baigtiniy skirtumy schemos (8) spren-
dinio y reik§més, taip pat diskreciojo sprendinio globaliosios paklai-
dos z(x,t)=]y(x,t)-u(x,t)| reiksmés.

1 lentelé. Paklaidos tarp analizinio ir skaitinio sprendinio.

X u(x,t) y(x,t) z(x,t)
0 0,0000 0,0000 0,0000
0,1 0,0135 0,0142 0,0007
0,2 0,0257 0,0270 0,0013
0,3 0,0354 0,0372 0,0018
0,4 0,0416 0,0437 0,0021
0,5 0,0438 0,0460 0,0022
0,6 0,0416 0,0437 0,0021
0,7 0,0354 0,0372 0,0018
0,8 0,0257 0,0270 0,0013
0,9 0,0135 0,0142 0,0007
1 0,0000 0,0000 0,0000




Neisreikstinio Eulerio metodo sprendinio y(X,t) konvergavimo
greitj jvertiname spresdami uzdavinj (8) su vis mazesniais Zingsniais
pagal erdving ir laiko koordinates. 2 lenteléje pateiktos globalios

paklaidos reikSmes.

E(h,7) = max|y(x,t)—-u(x;,t)

0<i<N

2 lentelé. Baigtiniy skirtumy schemos maksimalios globalios paklaidos

T h E(h,7)
0,005000 0,1000  0,0022276
0,001250 0,0500  0,0005555
0,000313 0,0250  0,0001388
0,000078 0,0125  0,0000347

IS pateikty rezultaty matome, kad gautas skaitinis konvergavimo
greitis atitinka teorinj konvergavimo greitj, t.y., laiko Zingsnj t pagal
laikg t padiding keturis kartus, o zingsnj h pagal x padiding du kartus

gavome keturis kartus tikslesnj sprendinj.

Matematinis modelis dvimaciu atveju

Dvimaciu atveju taipogi kaip ir vienmaciu atveju laikysime, kad
kenksmingos medziagos sklinda j aplinka tik difuzijos proceso. Sj
uzdavinj spresime trimis skaitiniais metodais:

e ISreikstiniu Eulerio metodu;

e Neisreikstiniu Eulerio metodu;

e Simetriniu Eulerio metodu;
Nagrinésime tokj matematinj modelj:

au_ 0
ot X X

Krastinés salygos:

u(,y,t)=0, udy,t) =0, u(x,0,t) =0, u(x,1t)=0.

6

[ké’u} X=(xy), 0<xy<l 0<t<0l (g

(10)



Pradiné salyga:
u(x, y,0) = sin( 7x) - sin( zy) (11)

Lygties (9) su nurodytomis krastinémis (10) ir pradine salyga
(11) tikslus sprendinys:

u(x, y,t) =sin( zx) - sin( zy) - g 27t

Konvergavimo analizé

Istirsime ar taikant iSreiksStinj, neisreikstinj, ar simetrinj Eulerio
metodus, skaitinis sprendinys arté¢ja i tiksly sprendinj, tokiu tikslumu
kuris nusakomas pagal tokias aproksimacijos paklaidos nelygybes:

Isreikstiniu Eulerio metodu |8| <O(r+ hz) ;
Neigreikstiniu Eulerio metodu ] < O(z +h?);
Simetriniu Eulerio metodu |¢] <O(z +h?) ;

Taikant isreikstinj Eulerio metodg stabilumo reikalavimas :
2

Vienmaciu atveju: 7 < 7

h’ +h?
4

Naudodami simboliniy skai¢iavimy paketa Matlab, kur realizuo-
ti visi trys paminéti baigtiniy skirtumy metodai randame uzdavinio
(9) skaitinius sprendinius. 3 lentel¢je pateikiame kiekviename tinklo
taske paklaidas, kai taikome iSreikstinj Eulerio metodg, kur nagriné-
jamus dydzius pazymékime taip: u(x,y,t) — tikslus sprendinys, y(x,y,t)
— skaitiskai gautas sprendinys, z(X,y,t) =| y(x,y,t) — u(x,y,t) | - paklai-
da. Atsizvelgdami j Sio metodo stabilumo reikalavimg pasirenkame
tinklo dydj N=10, zingsniy skai¢iy pagal laika 5. Sprendinio paklai-
das ieskosime laiko momentu t=0.025. 4 lenteléje pateikiamos mak-
simalios globalios paklaidos.

Dvimaciu atveju: 7 <



3 lentelé. Skaitinio ir analizinio sprendinio paklaida kiekviename tinklo

taske.

Z(x,y,t) = y(x.y.t) —u(xy.t) |
y10 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000
yo | 0,0000 | 0,0015 | 0,0027 | 0,0037 | 0,0042 | 0,0042 | 0,0037 | 0,0027 | 0,0015 | 0,0000
ys | 0,0000 | 0,0027 | 0,0051 | 0,0069 | 0,0079 | 0,0079 | 0,0069 | 0,0051 | 0,0027 | 0,0000
y7 | 0,0000 | 0,0037 | 0,0069 | 0,0093 | 0,0106 | 0,0106 | 0,0093 | 0,0069 | 0,0037 | 0,0000
ys | 0,0000 | 0,0042 | 0,0079 | 0,0106 | 0,0120 | 0,0120 | 0,0106 | 0,0079 | 0,0042 | 0,0000
ys | 0,0000 | 0,0042 | 0,0079 | 0,0106 | 0,0120 | 0,0120 | 0,0106 | 0,0079 | 0,0042 | 0,0000
ys4 | 0,0000 | 0,0037 | 0,0069 | 0,0093 | 0,0106 | 0,0106 | 0,0093 | 0,0069 | 0,0037 | 0,0000
ys | 0,0000 | 0,0027 | 0,0051 | 0,0069 | 0,0079 | 0,0079 | 0,0069 | 0,0051 | 0,0027 | 0,0000
y2 | 0,0000 | 0,0015 | 0,0027 | 0,0037 | 0,0042 | 0,0042 | 0,0037 | 0,0027 | 0,0015 | 0,0000
y: | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000

X1 X2 X3 X4 Xs X6 X7 X8 X9 X10

4 lentelé. Baigtiniy skirtumy schemy maksimalios globalios paklaidos.

baigtiniy skirtumy metodas
iSreikstinis neisreikstinis simetrinis
h T Ehz) T E(h,) T Ehz)
0,1 0,005 0,01204 0,005 0,01645 0,005 0,00273
0,05 0,00125 | 0,00305 | 0,00125 | 0,00431 | 0,0025 | 0,00062
0,025 0,00031 -* 0,00031 | 0,00109 | 0,00125 | 0,00015

*- neatitinka stabilumo reikalavimo

Naudodami simboliniy skaic¢iavimy paketa Matlab vizualizuo-
sime skaitinius sprendinius. Nagrinésime, kai tarSos sklidimas vei-
kiamas difuzijos proceso, kur difuzijos koeficienta pasirinkime k = 1.
Imkime N = 50, zingsnj h pagal x ir y koordinat¢ h = 0.02, zingsnj
pagal laikg 7 = 0,005. Gauti rezultatai pateikti 1 paveikslélyje.




Ofs

t=0,5 t=1,0

1 pav. Tarsos sklidimas veikiamas difuzijos proceso Kintant laikui

Dvimatis difuzijos — konvekcijos uzdavinys

Panagrinésime kaip kenksmingos medziagos sklinda j aplinka
difuzijos ir konvekcijos proceso. Nagrinésime tokj matematinj
modelj.

M_ O [ M)y My _(xy) 0<xy<l O<t<OL
a ax\ ax) o

u
g k 8— - difuzija, kur k koeficientq pasirinkome K = l ;
OX\  OX 2

ou . . iy
V8_ - konvekcija, kur v koeficienta pasirinkome V = % ;
X

Krastinés salygos:
u@©,y,t)=0, u@@y,t)=0, u(x,0,t) =0, u(xLt)=0.

Vizualizuosime skaitinius sprendinius, kai tarSos sklidimas vei-
kiamas difuzijos — konvekcijos proceso. Imkime N = 50, zingsnj h
pagal x ir y koordinatg¢ h = 0.02, zingsnj pagal laika = = 0,005. Gauti
rezultatai pateikti 2 paveikslélyje.



t=0 =05 =10

2 pav. TarSos sklidimas veikiamas difuzijos — konvekcijos proceso
kintant laikui

ISvados

1. Vienamaciu atveju naudojant neiSreikstinj Eulerio metoda,
kur skaic¢iavimai atlikti naudojant du simboliniy skai¢iavimy paketus
Maple ir Matlab, buvo nustatyta, kad Matlab sprendzia zymiai grei-
¢iau negu Maple, todél sprendziant sudétingesnj — dvimatj uzdavinj
naudosime Matlab.

2. Nagrinéjant dvimatj difuzijos uzdavinj atlikti skaitiniai eks-
perimentai taikant iSreikstinj, neiSreikstinj ir simetrinj Eulerio meto-
dus, kur gauti rezultatai atitinka teorinius konvergavimo jveréius.

3. Atlikti skai¢iavimo eksperimentai su difuzijos — konvekcijos
lygtimi taikant skaitinj neisreikstinj Eulerio metoda.
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NUMERICAL SOLUTION OF CONVECTION - DIFFUSION
EQUATIONS

Povilas Germanavicius
Summary

This article there are presented one - dimensional and two - dimension-
al diffusion - convection type problem and its analysis. One - dimensional
diffusion equation is solved using Fourier and implicit Euler methods. Two
- dimensional equation is solved using an explicit, implicit and symmetric
Euler methods. The calculation of experimental results are compared with
theoretical convergence estimates.
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TELEGRAFINIU LYGCIU SISTEMOS ASIMPTOTINIS TYRIMAS

Rima Kriauziené

Mykolo Romerio universitetas,
kriauziene@gmail.com

Santrauka. Ieskomas telegrafiniy lyg¢iy sistemos su kintamais koeficientais asimptotinis sprendinys, sudarant suvidurkintaja
sistema. Konstruojama integraliniy diferencialiniy lygéiy sistema, kuri apraso bangy saveika. Suvidurkintgja sistemg galima
pertvarkyti j paprastyjy diferencialiniy lyg€iy sistema. Sio darbo tikslas — parodyti, kad nagrinéjamoje sistemoje, esant tam

tikroms salygoms, atsiranda bangy saveika.

ReikSminiai ZodZiai: telegrafiniy lygciy sistema, vidurkinimo metodas, asimptotinis integravimas.

Ivadas

Telegrafiniy lyg¢iy sistemos nagriné¢jamos literati-
roje (Fliess et al.; Komecos, A. 10.; Poszos, H. X. 2006:
63-96, Pomanosckuii, P. K.; Menmsus, M. B. 2007:
1134-1141, Shaoyong, L. 1997: 657, Kulikov, A. N.

2008: 57-68).
Straipsnyje nagrin¢jama telegrafiniy lygéiy sis-

tema

ﬂ+@+50¢(t,x)i =0,

ot ox

ov O

—+—+¢flt,x)v=0,

ot ox ﬂ( )

1)

dia & — mazas teigiamas parametras, a(t, X)Z 0,

Bt,x)=0, i =i(t,x) - stiprumas, v=v(t,x) jtam-
pa, gali biti pertvarkyta ir j vieng lygtj. Diferencijuojame
pirmaja lygti pagal t, 0 antrgjg pagal X, atéme i§ gautos
sistemos pirmos lygties antrgja ir pritaike lygybes
Vo =V, by =15

Xt Ttx

i —i, +e(a, (t,x)i+ialt,x)- g (t,x)v-v,fA(t x))=0.
)
Remiantis (1) sistemos pirmaja lygtimi, t.y. j (2) jsiraso-
me vietoje V, = —i, —&a(t, X)i, gauname
iy —iy + (et x)i+ialt,x)- B, (t, x)v+i Bt x))+
+&2a(t,X)A(t,x)i=0
@)
Sio darbo tikslas — parodyti, kad nagrinéjamoje sis-
temoje, esant tam tikroms salygoms, atsiranda bangy
sgveika.

Literatiiros apZvalga

Nagrinéjama sistema buvo nagrinéta straipsny-
je (Pomanosckuii, P. K.; Mengsus, M. B. 2007: 1134-
1141). PanaSios telegarfiniy lygéiy sistemos jvairiais
aspektais naginéjamos daugélyje straipsniy. (Fliess et al.;
Koiecos, A. O.; Posos, H. X. 2006: 63-96). (Shaoyong,
L. 1997: 657) straipsnyje atlikta asimptotiné analizé pu-
siau tiesinés sutrukdytosios telegrafo lygties.

Tyrimo eiga

(1) sistemg  galima  uzraSyti Rymano  (Zr.
Poxxnecrsenckuii, b. JI.; Suenko, H. H. 1978) invarian-
tais, atliekant funkcijy pakeitima:

o1 1
|:E(u1+u2),v:5(ul—u2). ()

Irase (4) ir sugrupave, (1) sistemg perrasSome taip:

1 1
E(ult +u2t)+5(ulx —UZX)+§0{('[,X)(U1 +u2)=0,

1

E (ult

0.

U )+ (o, Uz ) + S A, -u,)

()

Sudéje (5) sistemos lygtis, o kitu atveju, atéme i

(5) sistemos pirmos lygties antraja lygtj, tuomet (5) sis-
tema atrodyty:

_%g[ul(a(t, x)+ B(t, x))+u, (alt, x)- A(t, x))]
b=t ==l e ) A )bl )+ A )
(6)

Uy tUy, =

© Vilniaus Gedimino technikos universitetas
http://www.mla.vgtu.lt

ISSN 2029-2341 print / ISSN 2029-2252 online



Siame darbe mes nagrinésime (6) sistemos atskirg
atveji, kai a(t, X)+ ﬂ(t, X) =0, tuomet turime, kad
a(t,x)=-A(t,x).

Pazymékime

alt,x)=—p(t,x) = —sin(kx—wt).  (7)
Perrasome (6) sistemg tokiu pavidalu:
Uy, +U,, = au, sin (kx—wt),
Uy, — Uy, = &u, sin (Kx—wt),
(8)

T
Teskome tolygiai tinkamo, kai 0 <t < -2 perio-
&

dinio pagal Y; asimptotinio sprendinio
u,t,xe)=U,lry,) =12,

¢ia 7=, y, =X-t, y, =X+t. Visos funkcijos

T
nagringjamos laiko 1 intervale nuo 0 iki -2 i, kai &
&

mazas gauname ilgg intervala. Tai ir yra uzdavinio spren-
dimas dviejy masteliy metodu, kur Y; - greitieji kinta-
mieji, 0 7 - létasis laikas (Haiida A., 1984). Toliau
sudarome suvidurkintg sistemg ir ieSkome skleidinio
dideléje srityje:
oU
or

=(R) TR e
arba

ou,
ot

ou,
ot

= (U, sin (kx—wt)),,

= (U, sin (kx—wt)),.

10
PanaSias integralines diferencialines sistemas nagrir(léjcz
(Krylovas, A.; Ciegis, R. 2001: 458-470, Krylovas, A.;
Ciegis, R. 2004: 209-222, Krylovas, A.; Miskinis P.
2007: 123-127, Krylovas, A. 2008: 47-54, Lavcel, O.;
Krylovas, A. 2009: 41-46). (9) pavidalo sistemose gali
atsirasti rezonansai, kuriy tyrimas yra pakankamai sudé-

tingas.

(10) sistemos deSinéje puséje yra uzrasyti tokie vidurki-
nimo pagal charakteristikas operatoriai:

2z

(U, sin(kx—wt)), = Zi _[U ,(z, x+8)sin (kx—ws) ds,
T 0

(11)
1 2z
(U, sin(kx—wt)), = o le(r, x — s)sin (kx — ws)ds,
T 0
(12)
(11), (12) vidurkinimo operatoriai atvaizduoja funkcijas
f(r,t, X) i funkcijas <f>(r, Y; ) kai integruojant ati-
kei¢iame kintamuosius

tinkamai X=Yy,+s ir

X =Y, —s. Kai funkcijos U (r, Yj ) tada gauname

(U, sin(kx—wt)), =

27
_ L IU ,(z,y, +s+s)sin(k(y, +s)—ws)ds,
2r
(13)

(U, sin(kx—wt)), =

_ L J'Ul(r, y, —s—s)sin(k(y, —s)—ws)ds,

2r
(14)
o sutrauke panasius narius, vidurkinimo operatoriai atro-

do taip:
(U, sin(kx—wt)), =

1% :
= !U ,(z,y, +2s)sin (ky, +s(k —w))ds,

(15)
(U, sin(kx—wt)) =

2z

1 .
= !Ul(r, y, —2s)sin (ky, —s(k +w))ds.

(16)
Taigi (10) sistema galime perraSyti tokiu pavidalu:
2z
M _ LG, e,y + 25)sin(ky, + s(k - w))ds,
or  2rm
2
Y, _ 1 jﬂul(r, y, —2s)sin(ky, —s(k + w))ds.
or 2r

(17)



Suvidurkintos sistemos Furjé analizé

Dabar skleidziame (17) sitemos nezinomas funkci-
jas Ul(r, yl) ir Uz(z', y2) Furjé eilute:
U,(z,y,)=U,,(r)+U,(r)cos y, +U,, (z)sin y, +
+U,,.(z)cos 2y, +U,, (z)sin 2y, +...,
(18)

Uz('[v Y2) = U20(7)+U21c(7)cos Yo +U o (T)Sin Y, +
+U,,.(r)cos2y, +U,, (z)sin 2y, +....

(19)
Tuomet (17) sistemos pirmajg lygtj galime uZrasyti taip:
du
10 +

dr dr

du du
1 cosy, + —28

siny; +

du du .
—1% 0052y, + —1Esin 2y, +...=
dr dr

2z
_ L [U 50(z)sin(ky; +s(k —w))ds +
2 0

2
+ 2i [U1c(7)cos(y, +2s)sin(ky; + s(k —w))ds +
7o

1
+_
27

2z
+ 2i IU 2oc (T)cos(y, +2s)sin (ky, + s(k —w))ds +
T

2z
_[U 21 (7)sin (y, +2s)sin (ky, +s(k —w))ds +
0

2z
Zi _[U 2. (7)sin (y, +2s)sin (ky, + s(k —w))ds +...,
4 0
(20)
o antraja lygti:
Wao , Wate oo Y, + WYats sin Y, +
dr dr
dUﬂcosZyz + Was g, 2y, +...=
1 2z
=— [Uyq(z)sin(ky, —s(k +w))ds +
27 0
2z
+ Zi [Uy4c(z) cos(y, —2s)sin(ky, —s(k +w))ds +
o
2z
+ Zi [U115(z) sin(y, —2s)sin(ky, —s(k +w))ds +
0
2z
+ 2i [Uy5 () cos(y, —2s)sin(ky, —s(k +w))ds +
7o

27
+2i [Uy25(z)sin(y, —2s)sin(ky, —s(k +w))ds+...,
70

(21)

Tarkime, kad K —W yra sveikasis skai¢ius ir K #= W.
Tada skaiCiuojame (20) lygybés deSinigja puse. Pirmasis

2z
integralas (Zi [U50(z)sin(ky; + s(k —w)) dSJ yra
o

lygus nuliui, nes kosinusas yra pirmyksté sinuso funkcija
ir K—W — sveikasis skaicius, todél $is integralas lygus
nuliui. Pertvarkome antrajj

27
Zi J'U 21 (7)cos(y, +2s)sin (ky, + s(k —w))ds =
4 0

_ gfuzm(f)sm(yl(uk)+s(2+k_w))ds+

127r

e £U21C(T)Sin(y1(k ~1)+s(k —w—2))ds

ir ketvirtajj
2

i IU 2c(z) cos(y, + 2s)sin (ky, + s(k —w))ds =
0

27
= Ugae )sin (3, 0+ (2 k - w)ds +
7o

2

+ 2 U (0)sin(yy(k —1) + s(k - w—2))ds
47[ 0
integralus.

Nagrinésime atvejj, kai K—w=2,ty. w=k—-2, 0
Sie integralai tuomet lygiis:

2z
ZL IU 21 (7)cos(y, + 2s)sin (ky, +s(k —w))ds =
7 0

1 ]
= EU 21c(7)sin y; (k1)

1

27
o _[U 2oc (7) cos(y, +2s)sin (ky, +s(k —w))ds =
0

1 .
= EU zzc(f)s'n Y1(k _1)-

Lieka dar apskaiciuoti:

2z
zi _[U 21 (7)sin (y, + 2s)sin (ky, +s(k —w))ds
7 0



2
ir ZL [U 05 (7)sin(y; + 2s)sin(ky, + s(k —w))ds.
o

(22)
Toliau nagrinésime atvejj, kai K—w=2. Tuomet

W=K —2, 0 (22) galime uzrasyti taip:

2z
1 [U 5(7)sin(y; +2s)sin(ky, +2s)ds
2 0
ir
1 2z
— J'U 2 (7)sin (y, + 2s)sin (ky, +2s)ds .
2r g
(23)
Pertvarkome (23) pavidalo integralus:
2
S [U55(z)sin(y; +2s)sin(ky, +2s)ds =
27 0
1 2
= [U,y(z)cos(y; +2s—ky, —2s)ds
A 0
1 2z
— U, (z)cos(y; +2s+ky, +2s)ds =
A 0
1 2z
=— [U,(r)cos(y; +2s—ky, —2s)ds
A 0
1 27
—— [Uypys(r)cos(y; +2s+ky, +2s)ds =
Az 0
1 2z

= (j)U 215 (7) (cos((1—k)y; )—cos((1+k )y, +4s))ds,

2r
1 [U 506 (z)sin(y; + 2s)sin(ky, +2s)ds =
2r 0
1 27
=0 [U 56 (7)cos(y; +2s —ky; —2s)ds
T o
1 2z
— [Ups(r)cos(y; +2s +ky, +2s)ds =
A 0
1 2z
=0 [U(7)cos (y; + 25 —ky, —2s)ds
o
1 2z
— = [Uyp(r)cos(y; +2s+ky, +2s)ds =
A 0
1 2

e !)U 225 (7) (cos((1—k)y; )— cos((L+ k)y; +4s))ds,

(24)

Tada (20) lygybé atrodys taip:

Wi, e Yy + Wiss gin Yy +
dr dr T
dUg,, 125

du .
——=£2C0S2Y, + —=2SIN2VY; +...=
dr % dr h

= %cos (Y10 K)U 55 (z)+ %Sin(yl(k ~D))Uo(7)+

+ %COS (yl(l_ k))U 225 (T)+ %Si”()ﬁ(k —1))U 22¢ (T)

(25)
Analogiskai skai¢iuojame (21) lygybés deSiniaja puse.
Jvedus pazyméjimg K —W=2, ¢iaw=K —2, tuomet
pirmasis integralas lygus:
1 27

— [Ugo(r)sin(ky, —2s(k —1))ds,  (26)
272' 0

0 antrasis ir ketvirtasis

127[

o (j)U 11c(z)cos(y, —2s)sin(ky, —2s(k —1))ds,

127[

o [Uy5(7)cos(y, — 2s)sin(ky, —2s(k —1))ds.

Pertvarke Siuos du integralus, gauname

1272'

o [Uq4c(z)cos(y, — 2s)sin(ky, —2s(k —1))ds =

1272'

= (j)UllC(r)sin(yz(1+ k)—2sk)ds +

127[

o (f)Ullc (7)cos(y (k —1)-2s(k - 2))ds,

127[

o [Uy 5 (7)cos(y, —2s)sin(ky, — 2s(k —1))ds =

127[

= [U;5(z)sin(y,(L+k)—2sk)ds+
2 0

. gf’um ()cos(y, (k ~1)- 25(k  2))ds

(27)

Dabar lieka apskaiciuoti:

iTUMS (z) sin(y, — 2s)sin (ky, —s(k +w))ds

2r

ir



2z
% U, (7) sin(y, —2s)sin (ky, — s(k +w))ds.
0

(28)
Atlikus pakeitimg K —wW =2, ty.w=K —2, tada (28)

atrodo:

2r
% IUMS (z)sin(y, —2s)sin (ky, — s(2k — 2))ds
0

ir
2r

% U,,. (z)sin(y, — 2s)sin (ky, —s(2k —2))ds,
0

(29)
atlikg aritmetinius veiksmus, (29) integralus galime uzra-
Syti taip:

1 27
2 Uiss(e)cos (y,(1-k)+ 2s(k ~2))ds -
o
1 2z
—— JUy5(z)cos(y,(L+k)-2ks)ds,
A 0
1 27
i JUs2(7)cos (v, (1~ k)+2s(k —2))ds -
o
1 2z
" ar fulzs(T)COS(y2(1+ k)—2ks)ds.
7o

(30)
I8 (26), (27) ir (30) integraly matyti, kada atsiranda bangy
saveika. Ji atsiranda tada, kai Sie integralai nelygis nuliui.
Pastebime, jog (26) integralas nelygus nuliui tada, Kkai
k=1, (27)
k=-1,k=0, k=1 arba k=2. Parodysime kelis

ir (30) rei$kiniai nelygts nuliui, kai

atvejus, kaip atrodo paprastyjy diferencialiniy lygCiy
sistema, esant keliems konkretiems atvejams.

1 atvejis. I§ (26), (27), (30) pastebime, kai K =2, k #1
ir K # 0, integralai lygiis nuliui. Tuomet remiantis (25),

(26), (27) ir (30) lygybémis, (17) sistema uzraSome tokiu

pavidalu:

AUso , dUsse i+ Yiss iy E—— lcos(yl(l— K)U,(z)+ 1sin(yl(k “D)Uyy(2)+ .0y
dr dr dr 2 2

du du du .

—d:°+—di1‘ cosy, + di]55|ny2+..4:0.

(31)
Kai K =3, tuomet (31) atrodo:

dUyo _ AUuss _( dYspe _ dUsjs/c 0o
dr " dr " dr " dr '
Wize _ Ly, ()4 Usne(0), @)
dr 2
Wizs L5, () +Usae0)
dr 2

2 atvejis. Kai K =2, naudodami (25), (26), (27) ir (30)

lygybes, (17) sistemg uZraSome taip:

Meruicosyl + Vs g, Vi+...= 1cosyluzjs(r)Jrisin YlUpie(0)+ ...,
dr dr dr 2 2

9Yg0 , Ve o Y, + Yo i Yo +...= Ecosyzulj_.;(z-)+ Lsin yoUi (7).
dr dr dr 2 2

(31)

arba gauname paprastajg diferencialiniy lygciy sistema

=0 =0 == U
iz " dr " dr 2( 2Js(z')+ 22s(1’)):
du 1
d—”5=—(U21,:(r)+U220(r)),

T 2
du 1
d—m:—(ulls(f)+ulzs(7))a

T 2
du 1

dzjs :_(UIR(T)+UIZC(T))'

T 2

(32)

Nagrin¢jame Kosi uzdavinj, kai Uj (0, X) =sin X. Tuomet

3 atvejis. Kai kK =0, tuomet gauname:

AUy _ dY2 _,
dr " dr ’
du 1
dllc :—(U21S(T)+U225(T))’
r 2
du 1
d—lls:_(uzlc(f)JrUZZC(T))
T 2
du 1
d_ucz——(Ulls(T)"'UlZs(T))’
T 2
du 1
d—215 =~ (U12c(7)+ U1 (7))
T 2

(33)



4 atvejis. Kai k=1, tada paprastyjy diferencialiniy

lyg¢iy sistema atrodo taip:

du 1
q 10 = 2(U55(7) +U 95(7)),
T 2
dr " dr ’
dUs0c _ o dY21e _,
dr " dr ’
AU, :Ulo(T)-
dr

Gauname baigting paprastyjy diferencialiniy lyg¢iy
sistemg. Rezultatas baty kitas, jeigu turétume netiesines
sistemos lygtis. Nors pradiniu momentu turétume vieng
harmonika, ta¢iau laikui bégant atsirasty jy be galo daug.
Tokiy sistemy tyrimas gali bati ir skaitinis (Krylovas, A.;
Ciegis, R. 2004: 209-222, Krylovas, A.; Ciegis, R. 2001:
458-470). Taip pat galima bandyti ,,nukirpti gaunamg
begaline paprastyjy diferencialiniy lygciy sistema ir pa-
likti tik kelias pirmasias harmonikas (Lavcel, O.; Krylo-
vas, A. 2009: 41— 46).

ISvados

1. Atlikta sistemos asimptotiné analizé

2. Parodyta kaip telegrafiniy lygciy sistemai taikyti
vidurkinimo pagal charakteristikas technikg.

3. Nustatytos bangy sgveikos atsiradimo sglygos.

4. Duotoji diferencialiniy lyg¢iy sistema pertvarkyta
1 baigting paprastyjy diferencialiniy lyg€iy sistema.

5. Numatomas tolimesnis tokiy sistemy skaitinis ir
analizinis tyrimas.

Padékos

Dékoju prof. Aleksandrui Krylovui uz pagalba ren-
giant straipsnj.
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ASYMPTOTICAL INVESTIGATION OF TELEGRAPH
EQUATIONS SYSTEM

R. Kriauziené

Abstract

The system of telegraph equations with variable coeffi-
cients are considered in the article. Looking for the a-
symptotic solution as part of the averaged system of
equations. An integrated system of differential equations,
which can lead to wave interations is constructed. The
averaged system can be transformed into a finite ordinary
differential equations. The aim of the work is to show that
the presented system, under certain conditions can discri-
be interactions of the waves.

Keywords: telegraph system, averaged method, asympto-
tic integration, wave interaction.
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SKAITINIS SILUMOS LAIDUMO PROCESU MODELIAVIMAS KOMPOZITUOSE

Tadas Bulovas

Vilniaus Gedimino technikos universitetas
El pastas: tbulovas@gmail.com;

Santrauka. Siame darbe nagrinéjamas $ilumos laidumo proceso kompozituose uzdavinys. Uzdavinio sprendimas pagristas
medziagos homogenizacijos teorija. Teorinis pagrindimas atliktas vienmacio modelio atvejui. Skaitinis modelis
realizuotas dvimac¢iam kompozitinés medZiagos atvejui. Kaip pavyzdys sprendziamas modelinis uzdavinys terpéje
kuria sudaro dvi medziagos. Pilkosios medziagos kurios Silumos laidumo koeficientas yra ¢ yra 40% ,o0 baltosios
medziagos sudarancéios 60% visos terpes Silumos laidumo koeficientas yra 1. Medziagos geometriné struktiira gerai
zinoma. Skaiciuojant efektyvyjj nehomogenines kompozitinés medziagos Silumos laidumo koeficienta sprendziamas
pagalbinis elipsinis diferencialinis $ilumos laidumo uzdavinys su periodinémis kraStinémis salygomis. Uzdavinio
sprendimo realizacija atlikta naudojant C++ programavimo kalbg ir ,,Matlab* matematinj pakéta.

ReikSminiai Zodziai. Silumos laidumo uZzdavinys, efektyvusis Silumos laidumo koeficientas, nehomogeniné terpé,

anizotropiné terpé

Jvadas

Nagrinésime tiesinj stacionaryjji Silumos laidumo
nehomogeningje terpéje modelj, paremta kompozitinés
medziagos aproksimacija homogenine anizotropine terpe.
Toks modelis placiai taikomas aprasant Silumos laidumo

procesa kompozitinése medziagose, bei natiraliai
porétose, pluostinése medziagose, pvz., medienoje.
Laikysime, kad Silumos laidumo proceso

nehomogeninéje terpéje modelis apraso toks pat procesas
anizotropineje homogeninéje terpéje, kurios savybés
jvairiomis kryptimis skiriasi, taciau nepriklauso nuo
tiriamos srities taSko. Izotropinés medziagos Silumos
laidumo koeficientas yra Kkonstanta, tuo tarpu
anizotropinés medziagos turi Silumos laidomo koeficienty
matricg. Tokios matricos koeficienty reikSmes modelyje
yra atskiry medziagy, sudaranciy kompoziting medziaga,
Silumos laidumo koeficienty harmoninis vidurkis. Jei dvi
skirtingos izotropinés medziagos, kuriy geometrija gerai
zinoma, turi bendrg salyCio pavirSiy, jos nagrinéjamos
kaip viena kompozitiné medziaga. Pastarosios Silumos
laidumo koeficientas viename pavirSiuje, kuris yra
kompozitinés medziagos viduje, greitai pakinta arba
jvyksta “Suoliukas”, tai yra Silumos srautas pereina i§
vienos homogeninés medziagos ] kita. Homogenizacijos
teorija leidzia apskaiciuoti efektyvyjj visos kompozitinés
medziagos Silumos laidumo koeficients. Suskaiciavus
efektyvyjj Silumos laidumo koeficienta, kompoziting
medziaga  galima  nagrinéti  kaip  homogening
anizotroping, - “Suoliuky” nebelieka.

Silumos laidumo proceso nehomogeninéje terpéje
homogeniniai modeliai vienmaciu atveju

Vienmate kompoziting medziaga galima
schematiskai pavaizduoti taip (1 pav.)
0
X1 X2 X X
| B | i | i} |3 B2 |4 i

Pav. 1 Vienmaté kompozitiné medziaga

Cia P1 ir B2 - dviejy skirtingy medziagy $ilumos
laidumo koeficientai, medziagy sandiiras yra taskuose xi.
O Py ir B2 kitimas pagal x, kai X €[0,1] esant 4-iems
trukio taSkams uzrasSomas taip:

B, xe[0,x],
B X € (X, %, 1,
Biixe (X, %],
By X € (X5, %, ],
L X e (x,.1].

Nusistovéjusj Silumos laidumo procesa apraSysime
diferencialine lygtimi. Jei leisime, kad Siluma sklinda tik
dél difuzijos, tai lygties pavidalas bus

d du
&(ﬂmaj St @

Tarsime, kad temperatira U (X) tenkina pirmojo

B(x) =

tipo krastines salygas:
U(0)=po,
U(1) =
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Efektyviojo Silumos laidumo proceso Kkoeficiento
skaic¢iavimas vienmaciu atveju

Efektyvusis ilumos laidumo proceso koeficientas —
tai suvidurkintas visos kompozitinés medziagos $ilumos
laidumo koeficientas. Sis koeficientas vienmaciy atveju
suskaiCiuojamas pagal ilgj suintegravus Silumos srautg
[A.Wiegmann, A.Zemitis.2006]:

. ¥ du _
g = j ﬂ(x)(aﬂjdx, (1)

Prie§ skai¢iuojant B* yra sprendziamas pagalbinis
uzdavinys. Tai diferencialiné lygtis su deSinigja puse
lygia nuliui ir vienetiniu vektoriumi €, , kuris $iuo atveju

lygus 1, nes kryptis | yra tik viena ir ji sutampa su
koordinagiy asimi x. Sio uzdavinio tikslas — suzinoti
temperatiiros pasiskirstymo funkcijos reikSme¢ U.
Vienmaciu atveju sritis, kurioje ieSkome sprendinio, yra
atkarpa [0, 1] jei periodas yra 1. Uzdavinys yra
diferencialiné lygtis

d ('B(dU +1D =0, kai x € (0,0), )

dx dx
su periodinémis kraStinémis saglygomis
U@©0)=uq@)

5(0) ad—U © =502 0+ 50 - HO).
X dx

Pagalbinio uzdavinio sprendimas

Tegul turime  vienmat] kompozitini medZziaga,
sudarytas i§ dviejy medziagos, turin¢ias penkias atkarpas
su pastoviu Silumos laidumo koeficientu ir 4 triikius,
modelj. Tokio uzdavinio sprendinj, kai  yra funkcija nuo
X, galima uzraSyti dalimis tiesinés funkcijos
pavidalu:

Ao+ 7% Xe[0,%],

Ao + X+ A, (X=X), XE[X, %],

U(K) =440 + A%+ 45 (% = X) + 250K = %), X €[, %], @)
Aot Aoy 2y (X = X)+ 4y (X =) + 24 (X=X,), X x,],

Ao+ (x=1), xelx 1.

Taigi turime 5 nezinomus koeficientus A kai i=1, 2,
3, 4, 5. Zinoma, kad kiekviename triikio taske X; galioja
tokia tolydumo salyga:

du du
131(&"‘1] :ﬂz(a'”-}

Tai yra, iSvestinés trikio taSke X; i§ deSinés ir i$

X;=%;—0 X;=%;+0

kairés turi biiti lygios. Panaudojant Sig salyga galima
uzrasyti tokig keturiy lygciy sistema:

ﬂl(j’l +1) = B, (2“2 +1),
B (/12 +1) = ﬂl(ﬂ“B +1),
ﬁl(ﬂﬁ +1) = B, (14 +1),
B (14 +1) = ﬂl(ﬂ”S +1).

Penkta lygti gauname pasinaudoj¢ temperatiiros
tolydumu paskutiniame triikio taske:

{ﬂo +AX A (X = X)) + A (X = X,) + A, (X—X3), X €[X3,X,],

Ay + A5 (x=1), Xe[xs.1].

Vietoj x jstatome paskutinio triikio koordinate x4 ir
gauname lygybe:

A’lxl +Zz(X2 _X1)+//13(X3 —X2)+l4(X4 _Xs) =

ﬂs(x4 _l)-

Sprendziamg lygéiy sistemg galima uZrasyti
matricine forma:
A-A=F.
Kai vektorius A yra:
T
A = (;{11/12’2'3114’/15)1
Matrica A :
X, X, =X Xg—=X, X,—X; 1-X,

b =P, 0 0 0

A=0 B - p 0 0
0 0 B -5, 0
0 0 0 ﬂz - 131
Vektorius F:

FT=(0, B2 By, 1~ Bz B2~ B, Pr- B2).

Issprendus lyg¢iy sistema gautas rezultatas rodo, kad

yra dvi skirtingos Aq ir A, 0 kitos kartojasi:
7»12 7\,3: 7»5 ir 7\22 7\,4

A1 ir A, pasikartojimas yra ir tuomet, kai triikiy skaicius
yra n, todél galima uZrasyti bendras A; ir A, iSraiskas ir
nebespresti lygciy sistemos kiekvieng karta pasikeitus
triikiy vietai ar skai¢iui. Bendrosios formulés:

(8- BY D",
[(2 (1), j +1J(ﬂ1 - 5,)

Sio uzdavinio atveju ,kai yra 4 triikiai, A iSraiSkos
atrodo taip :

A =

(4)

A, =




b)l=2:

d u, d
a_xlﬁ(xll Xz)[aT"'ezj‘*‘@ﬂ(xlvxz)(

1

(Xl — X X _X4)(ﬂ1 _:32)
(X =Xy + X =Xy +1) B, = (X =X, + X5 = X,) B,
(Xl Xy F X3 X, +1)(131 _ﬁz)
(X, =X, + X — Xy + 1), — (X =X, + %5 — X,) B, U,(X+id,& + jd,&,)=U,(X), kaii, j € Z;

A =

oy,
+6,

0X,

A, =

B* formule taip pat galima uzraSyti bendru atveju, kai yra
n triikiy, suintegravus pagalbinio uzdavinio sprendinj:

B =p4 +1)((Zn‘, (-D)"x, ] +1] +

+ B, +1)(i(—1)‘ xi]

Efektyvusis Silumos laidumo koeficientas, kai yra
keturi trikiai, kuriy koordinatés X1, X2, X3 X4
skai¢iuojamas pagal formulg:

ﬂ* = ﬂl(ﬁ“l +1)()(1 =Xy + X3 =Xy +1)+
+ B, (A, +1) =X, + X, — Xy +X,)

(4)

Silumos laidumo proceso nehomogeninéje terpéje
skaitinis modeliavimas dvimaciy atveju.

Efektyvusis Silumos laidumo koeficientas
skai¢iuojamas nehomogeninei medziagai. Anizotropinés

medziagos efektyvieji Silumos laidumo koeficientai
dvimadiu atveju uZraSomi matrica [A.Wiegmann,
A.Zemitis.2006]:
IB* _ 1811 ﬁlZ
ﬂZl ﬁZZ
Si matrica apskaiciuojama naudojant

homogenizacijos teorijag. Dvimaciu atveju sprendziami du
skirtingi ~ singuliaris  periodiniy  krastiniy  salygy
uzdaviniai:
V-(B(XXVU, +€))=0, kail=1,2 (5)
U, (X +id,& + jd,&,)=U,(X), kai
i,jeZ
kur €, yra vienetinis vektorius X, kryptimi. O d, ir d,
- tiriamos srities geometriniai parametrai. Singuliarius
uzdavinius galim iSraSyti taip:
a) kryptimi I=1:
0 oU ~ 0 oU ~
_ﬂ(xlvxz) _l+e1 +_ﬁ(xl' Xz) _1+el
0%, 0%, oX, oX,

U,(X+id,& + jd,&,)=U,(), kaii, j e Z;

Apskai¢iuojami tolydtis sprendiniai U,,U,. Silumos
laidumo proceso efektyviyjy koeficienty reikSmiy
matricos elementy skai¢iavimas yra sprendinio iSvestinés
integravimas skaiiuojamoje srityje dviem kryptimis:
m=1, 2 prie§ $ilumos srauto krypti =1, 2

. 1

B :mjg<ém’ﬂ(i)(vul +8))dX, ()

kai I=1, 2 ; m=1, 2.

<§m , ,B()?)(VUI +6 )> yra skaliariné sandauga. €2
- nagrinéjama sritis, dvimaciu atveju tai yra staiakampis
d, x d, . Pagrindiné problema — krastinio uzdavinio (5)
sprendimas. Silumos srautas SVU, yra tolydus tik
vienetiniam vektoriuj €, statmena kryptimi ir turi trikius
€, kryptimi. Tai reiskia, kad kai S yra konstanta, tai
=0, o Kkai ﬂ triki, tai f yra vienareikSmé. Galima

uzra$yti trukio salyga:
[U|]>'<=>'<* =0,

oU

6Xi nurodo, kokia koordinate ieSkoma iSvestingés,

——5,[A], . kai i=12

0;, - Kronekerio simbolis
1 kaii=l,
oy = .
0, kaii =,

[g ]x=x* - trikis X = X pavirsiuje.
Dvimacdio uzdavinio formulavimas

Sprendziame pagalbini efektyviojo Silumos laidomo
koeficienty radimo uzdavinj matricinia forma i$ Saltinio
straipsnio [A.Wiegmann, A.Zemitis.2006] :

o o bR

Kur
taskuose, J yra temperatiiros reikime kur / yra trikkus. J

Y

U vektorius temperatiiros reikSmiy tinklo

vektoriaus ilgis yra m=m, +m,, kai m; yra trukiu
skaicius i kryptimi. U ilgis yra n=n, - n, . A submatrica
yra nXn dydzio ir ji yra Laplaso operatorius su
periodiném  krastiném  saglygom. Submatricos ‘¥

J-o



. o 1
nenuliniai koeficientai yra —%ir eilutése nu rodo ar

atitinkamos eilutes lgstelés centras yra kaimynystéje su
Silumos laidumo koeficiento trikiu, jos dydis nxm.
Submatrica D yra S$ilumos laidumo koeficiento
diskretizacija kiekviename tinklo taske su kuriuo jis turi
bendrg karstine. Nenuliniai submatricos D koeficientai
yra medziagy tarp kuriu vyksta $ilumos difuzija Silumos
laidumo koeficienty vidurkis, matricos dydis mXn.
Submatrica | yra vienetine matrica dydzio m x m.

Pastebékime, kad suma visu F yra lygi nuliui Z F=0,
taip pat ZDU =0. Tai leid?ia numatyti .kad
vienintelis sprendinys (U,J) egzistuoja tik tuomet kai J
atitinka sglyga z J=0.

Nagrinéjame periodine dvimate struktira (2 pav.) kurios
Silumos laidumo koeficienty kitimas uzsiraso formule:

e y €[5k,2 +5k), k € (—o0, )
/“Kyy_i; y € [2+5k,5+5k), k € (—o0,0)

Tokios medziagos periodo ilgis 5. Tokio medziagoje yra
40% pilkos (ﬂl =C) baltos

(ﬁz =1).

medziagos ir 60%

Pav 2 Dvimatés medziagos struktiira

Tokia medziaga neturi trukiy x kryptimi, todél jos
Silumos laidumo koeficientu tenzorius:

B = B, O
*
0 S
Siuo atveju reiksmes S, ir f3,, galima nesunkiai

suskaiCiuoti analiziskai. S, yra aritmetinis 0 /£,

hormonine Silumos koeficienty reikSmes.

« 2 3
=—C+—--1
fi=ccrs
. (21 31y
= —. =4+ —=.= .
Paz (5 c 51}
Pasirenkame ¢=5. Tada /3, =2.6 ,0 f3,, =1.47.

Realizacija
Nagringjama 2D erdvé d x d=5x% 5. Padaliname visa erdve
1 diskrety tinkla pasirinktu zingsniu h. Eidami kiekvienu

tinklo tasku suskai¢iuojame triikiy skai¢iy kryptimi I=1 ir
I=2. I8skiriame reikalingus duomeny masyvus. Juos
uzpildome spresdami uzdavinj (7).

Pagal nagrinéjama periodine medziaga aprasome
submatrica A i matricinés uzdavinio formos (7).
Submatricos A pagrindingje jstrizainéje surasome

Ai,j :h—2 ,kai |:j

Pagal periodine medziagos struktiira formuluojama likusi
matricos dalis koeficientai:

1
Ai,j:F'

Submatricos ¥ elementus uzpildome pagal A matricos
elementy i§déstyma. Visi jos nenuliniai elementai lygus:

+
v, ~E
' 2

Submatrica D uZpildome pasinaudoje submatrica V.
Eidami matricos W elementais kiekvienu stulpeliu
ieskome nenuliniy elementy. Kiekvienam nenuliniam ¥
elementui submatricoje D eilutéje kurios skaiius lygus
elemento submatricoje ¥ stulpeliu skai¢iui priskiriame
koeficienta:

2(c-1
17 (c=Dh
Gauta lygCiy sistema sprendziame Zeidelio metodu.

Gautus rezultatus integruojame skaitiskai pasinaudoje
staciakampiy formule:

B = 1 iiﬂu '(Dm;i,j +5m|)'h2’

dz 'dz i=1 j=1
Cia Dy, ; yra:
D . ui+l,j _ui—l,j [8X1U]i+o.5,j _[8X1U]i-o.5,j
Lijj — 2.h - 4 !
D . ui,j+l _ui,j—l _ [axlu]i,j+o.5 - [8X1u]i,j—0.5
2T 2 4 '

Po to, kai gauti efektyvieji Silumos laidumo koeficientai,
sprendziamas diferencialinis uzdavinys :
5 82u+ﬂ o°u F(x,%)
11 22 = 1172
ox; oX5
Si diferencialinj uzdavinj sprendziame pasinaudoje
matematiniy paketo ,MATLAB®“ plétiniy ,,pdetool®.
Krastinés sglygos pasirenkamos Dirichle tipo. ISorinio
Saltinio funkcija pasirenkame konstantg visoje erdvéje:

f(x,,X,) =const.
Modeliavimo pavyzdziai
Pirmas pavyzdys

Kontrastingtimas €=5, iSorinio $altinio funkcija f=-5.
Zingsnis h=1, Zeidelio metodu [R.Ciegis. 1997]



sprendziamos lygCiy sistemos paklaida & =0.001.
Reikalingas tikslumas pasiekiamas per 39 metodo
iteracijas.  Tikslios efektyviojo  $ilumos laidumo

koeficiento reiksmés /3, =2.6000 ,0 f3,, =1.4706.

Skaitinés reiksmes f3, =2.6004 ,0 f3,, =1.4703. Tokio
uzdavinio rezultatas (3 pav. ).

)

Pav. 3 Rezultaty pavyzdys 1

Antras pavyzdys

Kontrastingtimas ¢=100, i$orinio $altinio funkcija f=-100.
Zingsnis h=1, Zeidelio metodu sprendziamos lygéiy
sistemos paklaida & =0.001. Tikslios efektyviojo Silumos

S, =40.6000 0
By, =1.6556. Skaitinés reiksmés [, =40.608 ,0
,322 =1.6553. Tokio uzdavinio rezultatas (4 pav.).

laidumo koeficiento reikSmés

Pav. 4 Rezultaty pavyzdys 2

Maksimali temperatiira u=7.7029. D¢l kelis Simtus kartu
didesnio efektyviojo Silumos laidumo y Kkryptimi
temperatiiros funkcijos u reik§més sumazéja visoje
erdvéje, nes didelj] poveiki duoda krastines sglygos

kuriuose uzduotas pastovus 0.

ISvados
1. Atliktas darbas apie Silumos laidumo
proceso modeliavimg kompozitinése medziagose

metodus parado, kad skaiciuojant efektyviuosius $ilumos
laidumo koeficientus skaitiSkai gaunamas rezultatas yra
norimo tikslumo, kuris priklauso nuo pasiringto tiesiniu
lygéiy sprendimo metodo ir medziagos aproksimacijos
tikslumo uzduodamo zingsniu h.

2. Remiantis pateiktais skaitiniais
eksperimentais galima nustatyti, kad medelis atitinka
fizikine uzdavinio prasme ir aproksimuoja Silumos
laidumo nehomogeninéje terpéja procesg.

Literatiira

R. Ciegis. Diferencialiniy lyg¢iy skaitiniai sprendimo
metodai. Vilnius: Technika 2003. 448 p.

R. Ciegis, V. Bida. Skai¢iuojamoji matematika. Vilnius:
TEV 1997. 240 p.

R. Ciegis, A. Ilgevi¢ius, H. Liess, M. Meilinas, O.
Subag. Mathematical modeling and analysis. Numerical
simulation of the heat conduction in electrical cables.
Vilnius: Technika 2007. Volume 12, Number 4. 425-439

p

A.Wiegmann, A.Zemitis. EJ-HEAT: A fast explicit jump
harmonic averaging solver for the effective heat
conductivity of composite materials. Kaiserslautern:
Fraunhofer ITWM 2006.

Berichte des Fraunhofer ITWM, 94. 36 p.

Alireza Kaboorani. Thermal Properties of Composites
Made of Heat-treated Wood and Polypropylene. 2599
originally published online Aug 13, 2009; Journal of
Composite Materials 43

David Kahaner. ,,Numerical Methods and
Software®,Prentice-Hall 1989, 540p.

D.Hull, T.W.Clyne. ,,An Introduction to Composite
Materials“. Cambridge University Press 1996. 320p.

K. Kow. ,,Mechanins of compsite materials“. Florida:
1997. 323p.

Abstract

A model of heat conduction process in
heterogeneous materials is analyzed in this work. Model
is justified in homogenizing theory. The theoretical
justification is made for an one-dimensional case
material. Two-dimensional numerical model in composite
materials is realized. As an example task in environment
which consists of two materials resolved. Grey material
with a heat conduction coefficient c is 40%, while white
material represents 60% of all composite and it heat
transfer coefficient is 1. The geometric structure of the
material is well known. To find effective thermal
conductivity coefficient of non-homogeneous composite
material the elliptical differential heat conduction
problem with periodic boundary conditions is
solved. Model is realized done using C + + programming
language.

Keywords:  heat conduction problem, effective
thermal conductivity coefficient, heterogeneous
material, anisotropic material
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GSM TINKLO DAZNIU PASKIRSTYMO
PLANAVIMAS

Vitalijus Marazas
Vilniaus Gedimino Technikos Universitetas,
vitalijus.marazas@gmail.com;

Anotacija. Nagrin¢jamas Siuolaikinis uzdavinys apie optimalaus
dazniy paskirstymg vartotojams mobiliojo GSM rysio tinkluose. Ap-
tariama: pagrindinés problemos su kuriomis susiduriama paskirstant
GSM tinklo daznius vartotojams, GSM tinklo apraS§ymas matemati-
niu modeliu, matematinio modelio sarySis su grafy teorija, pacios
problemos aprasymas.

Ivadas

GSM - populiariausias standartas mobiliesiems telefonams pa-
saulyje. Siandien mobiliaisiais telefonais naudojasi daugiau kaip
milijardas Zmoniy 200 pasaulio Salyse. GSM tinklo egzistavimas
leidzia naudotis ne tik savo Salies operatoriais, bet ir kity Saliy opera-
toriais. Pagrindinis skirtumas GSM nuo jo pirmtaky yra, kad visi jo
kanalai yra skaitmeniniai, todél GSM laikoma antros kartos mobiliy-
ju telefony sistema. GSM tapus populiariausiu mobiliojo rysio siste-
ma, fiksuoto telefono sistemos tapo pasenusiomis ir jomis maziau jau
toriams, todeél jie yra priversti optimizuoti savo tinklus, kad tinklas
veikty kuo efektyviau, be jokiy trukdziy.


mailto:vitalijus.marazas@gmail.com

GSM tinklo struktiira

GSM tinklo struktiira skirstoma j 5 komponentus:

Mobiliosios stotys (MS). Jos susideda i§ fiziné jrangos, ku-
rig sudaro radijo siystuvas ir imtuvas, vaizdo ir skaitmeniniy
signaly procesorius bei SIM kortelé. Dazniausiai tai yra mo-
bilusis telefonas.

Bazinés stotys. Jos yra sudarytos i$ dviejy daliy: pagrindinio
siystuvo/imtuvo (BTS) ir pagrindinés stoties kontrolerio
(BSC). Jie yra sujungti specialia ABIS sasaja, leidziancia
vykdyti operacijas tarp komponenty, pagaminty skirtingy
tiekéjy. Pagrindinis siystuvas susideda i§ radijo siystuvy, ku-
rie nustato telefono lgstele ir valdo rySio protokolus su mobi-
liuoju telefonu. Pagrindinis stoties kontroleris valdo radijo
resursus vienos ar daugelio BTS stocCiy.

Komunikacijy centras. Sudétingiausias tinklo elementas,
kuris susijungia su Kitais tinklais: nacionaliniais, tarptauti-
niais mobiliojo ir fiksuoto rySio, nuolatos tikrina, kurioje
tinklo vietoje yra MS, sujungia abonentus ir palaiko sujun-
gimg visoje tinklo teritorijoje, skaiiuoja rysiy trukmes ir
formuoja apmokestinimo informacija.

Duomeny bazé (DB). Visa informacija reikalinga komuni-
kacijy centro darbui, kaupiama ir apdorojama duomeny
bazése. Jose saugoma informacija apie abonentui teikiamas
paslaugas, individualiis informacijos kodavimo raktai, MS
buvimo vieta.

Operacijy aptarnavimo centras (OAC). OAC pastebi ir
pasalina jvairius galimus sutrikimus tinkle.

Pagrindinio siystuvo struktiira

Kiekvienas pagrindinis siystuvas yra sudarytas i$ Igstelés ir jose
esanciy sektoriy (1 arba 3) (1 pav.). Kiekviename sektoriuje yra kele-
tas siystuvy/imtuvy (6-7, arba 8-12), kuriems yra priskiriami kanalai.
Taip pat, kiekvienam siystuvui/imtuvui yra priskiriami ir blokuoti
kanalai, kurie yra nenaudojami dél valdzios , kariniy reikalavimy ir
panasiai.



1 pav. Pagrindinio siystuvo Igstelé ir jos sektoriai

DazZniy planavimo problemos

Vienas i§ svarbiausiy GMS tinklo planavimo uzdaviniy yra i$sp-
resti GSM tinkly trukdzius. Trukdziai yra dviejy tipy (2 pav.) :
1. Bendry kanaly. Tai tokie trukdziai, kurie atsiranda, kai
MS yra keliy BTS persidengime ir keli BTS silo ta pa-
ti kanala.
2. Gretimy kanaly. Tai tokie trukdziai, kurie atsiranda,
kai MS yra keliy BTS persidengime ir keli BTS sitlo
kanalus, kurie skiriasi vienetu.

I - . s Bendry ir gretimy

- T~ R ..

2 pav. Bendry ir gretimy kanalai trukdziai



Matematinis modelis

Tarkim turim neorientuotg grafa G = (V, E). Grafo virStinés va-
dinamos neséjais ir atvaizduoja siystuvus/imtuvus esancius pagrindi-
nio siystuvo lIgsteléje. Aibé C yra baigtinis neneigiamy skaiciy inter-
valas, vaizduojantis visus jmanomus kanalus. Kiekvienam neséjui
v eV priskirta aibe B, < C, kuri Zymi blokuotus kanalus. Blokuo-

ty kanaly aibé gali buti ir tu§¢ia. Kanalai C\ B, vadinami nes¢jo v

laisvaisiais kanalais. Briaunoms E yra nurodyti parametrai ¢ ir

¢® i intervalo [0;1]. Kiekvienai briaunai (v,w) i§ E suteikiamas

atskyrimas tarp nes¢jy v ir w, kuris yra zymimas d(v,w). Atskyrimu
yra vadinamas atstumas, esantis tarp siystuvy/imtuvy. Bendri ir gre-
timi kanaly trukdZiai, kurie gali jvykti tarp v ir w, Zymimi ¢ (vw) ir
c™ (VW) . Pazymima funkcija N= (V, E,C, {BV }Vev .d,c®,c¥ ), kuri
yra vadinama neséjy tinklu arba tiesiog tinklu. Dazniy paskirstymas
arba priskyrimas N yra funkcija y:V — C. Sis priskyrimas yra
jmanomas, jeigu kiekvienam neséjui V€V priskirtas kanalas ir ten-
kinamos tokios salygas:

y(v)eC\B, wveV
ly(v)—y(w) = d(vw) WwweE (1)

Sprendziame optimizacijos problema

mn > c®(vw)+ D c*(vw)

y vweE vweE (2)
y(v)=y(w) ly(v)-y(w)|=1

Tikslas yra priskirti turimus daznius taip, kad bty minimizuoti bend-
ry ir gretimy kanaly trukdZziai.

Toks uzdavinys yra susijes su grafy teorija ir grafy spalvinimo uzda-
viniu. Grafo G spalvinimo problema yra vadinama T-spalvinimu.
Grafo virStines reikia taip nuspalvinti, kad gretimos vir§tinés gauty
skirtingas spalvas.
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FREQUENCY ASSIGNMENT IN GSM NETWORKS
Vitalijus Marazas
Summary

Modern task about optimum frequency allocation to users in cellular
GSM networks is analyzed in this article. These parts are considered:
Main problems occurring when allocating frequencies of GSM network to
users; Mathematical modeling of GSM network; Relationship of mathemat-
ical model with graph theory; Description of the problem itself


http://www.straipsniai.lt/Mobilus_rysiai/puslapis/9236

MATEMATIKA

13-osios Lietuvos jaunyjy mokslininky konferencijos ,Mokslas — Lietuvos ateitis*,
ivykusios Vilniuje 2010 m. balandzio mén. 9 d., medziaga

PIESTINIU JAPONU KKRYZIAZODZIU
SPRENDIMAS

Tadas Markiinas
Vilniaus Gedimino technikos universitetas

Anotacija. Nagrinéjamas piestiniy japony kryziazodziy uzdavinys,
aptariami jvair@is $io uzdavinio sprendimo budai: varianty perrinki-
mo, euristiniai. Pateikiamos loginio algoritmo realizavimo detalés,
tobulinimo planai ir rezultatai, sprendziant uzdavinius $iuo algorit-
mu.

Ivadas

Piestiniai japony kryziazodziai yra loginiy galvosikiy tipas, ku-
riy sprendimo rezultate gaunamas piesinys. Sie kryziazodziai atsira-
do Japonijoje 1987 metais. Kryziazodj sudaro lentelé, sudaryta i§
langeliy ir skaiciai prie lentelés eiluciy ir stulpeliy. Skaiciai rodo i§
eilés nuspalvinty langeliy kiekj eilutéje (stulpelyje). Keli skaiciai
(pvz., 5, 2, 1) parodo, kad bus trys nuspalvintos sritys po 5, 2 ir 1
langelj. Sritys turi bati atskirtos bent vienu nenuspalvintu langeliu.
Kryziazodis iSsprendziamas kai nuspalvinami visi reikalingi lange-
liai.

1 1 1 1
1 Z 1 1 2 1
13231 132 31

111 kY B B

3 3] .| . |
2.2 2.2 - |

3 3| ] B
1.1.1 111 - -

1 pav. Pradinio ir uzpildyto kryziazodzio pavyzdys
1




KryZiaZodzio sprendimas

Piestiniy japony kryziazodziy sprendimas yra priskiriamas NP-
complete uzdaviniy klasei (Ueda, Nagao 1996). Tai reiSkia, kad néra
zinomo sprendimo biuido, kuriuo galima i$spresti §j uzdavinj per poli-
nominj laikg. Todél dazniausiai Sie kryziazodziai sprendziami pa-
naudojant euristikas. Pilnas varianty perrinkimas, dél dideliy vykdy-
mo kasty, naudojamas tik nesudétingiems ir nedideliems
kryziazodziams spresti.

UZdavinio problematiSkumas

Sprendziant piestinius japony kryziazodzius, kartais susiduriama
su problema, kai tolesnis sprendimas reikalauja spéjimo, t.y. kai vie-
nu metu sprendziama tik viena eiluté (stulpelis) negalima viena-
reiksmiskai pasakyti, kuris langelis turi biiti nuspalvintas ar nenus-
palvintas (2 pav.):

1111 1111

1.1 1.1 + .
2 2

2 pav. Spéjimo problemos pavyzdys

Spéjimas vykdomas paprastai — atsitiktinai parinktg langelj pa-
zymime kaip nuspalvinta (nenuspalvintg) ir jei toliau sprendziant
kryziazod] pastebimas salygy netenkinimas, spétasis langelis pazy-
mimas kaip nenuspalvintas (nuspalvintas). Siame pavyzdyje yra tik
vienas galimas sprendinys, taciau yra ir tokiy situacijy, kai galimi ir
keli sprendiniai (3 pav.):

1111

1.1
11

1111 1111
1 -: -]
11 - -] " B B

3 pav. Keliy sprendiniy problemos pavyzdys

2



Loginis algoritmas

Loginis algoritmas grindziamas logika, kuria naudojasi zmogus
sprgsdamas piestinj japony kryZziazodj. Kiekvienoje eilutéje stengia-
masi pazyméti visus jmanomus langelius, kurie turi baiti nuspalvinti
ir kurie ne.

Pradzia 0

Pabaiga| * [ * ||| ||| |*]|O

4 pav. Sprendimo pavyzdys Nr.1

Jei prie eilutés parasyta ,,0° — visus tos eilutés langelius pazymime,
kaip langelius kurie nebus nuspalvinti. Taip pat jei nurodytas skai-
Cius lygus eilutés langeliy skaiciui — visus langelius nuspalviname.

Pradzia 233
Pabaiga B 2.3.3

5 pav. Sprendimo pavyzdys Nr.2

Eilute galima uzpildyti jei prie jos parasyty skai¢iy suma ir minima-
lts vieno langelio tarpai tarp nuspalvinty sri¢iy uzpildo visg eilute.

Pradzia

Pabaiga

6 pav. Sprendimo pavyzdys Nr.3

Jei sritis yra didesné uz jai leidziamg didziausig poslinkj eilutéje,
galima nuspalvinti kelis tos srities langelius.

Pradzia .

Pabaiga| * | * | * | *

7 pav. Sprendimo pavyzdys Nr.4



Jei yra langeliy, kurie negali bati nuspalvinti, reikia nustatyti kurioje
eilutés dalyje sritis telpa ir po to nustatyti kurie langeliai bus butinai
nuspalvinti. Taip pat galima pazyméti ir langelius kurie tikrai nebus
nuspalvinti.

Pradzia

S bbb

Pabaiga

8 pav. Sprendimo pavyzdys Nr.5

Jei yra nuspalvinty langeliy, kuriy dalis tenka tai sri¢iai, kuri turi bati
nuspalvinta toje eilutéje, taciau negalima nustatyti, kurie langeliai
turi bati nuspalvinti papildomai, galima paZzyméti tuos langelius,
kurie tikrai nebus nuspalvinti.

Loginis algoritmo vykdymo metu kiekvienai eilutei (stulpeliui)
perrenkami visi jmanomi i$déstymo biidai atsizvelgiant j salygas ir
jau uzpildytus langelius (jei tokiy jau yra). Baigus eilutés perrinkimag
tikrinama, kurie langeliai viso perrinkimo metu isliko nepakite ir
atitinkamai uzpildomi.

3.4

9 pav. Eilutés perrinkimo pavyzdys

Taip cikliskai perrenkamos visos eilutés ir stulpeliai, kol uzpil-
domas visas kryziazodzio laukas.



Algoritmo spartinimas

Siekiant padidinti algoritmo efektyvuma, buvo realizuoti keli pa-
tobulinimai: eilutés perrinkimo stabdymas ir uzpildyty eiluciy pralei-
dimas.

Eilutés perrinkimo stabdymas

Perrenkant eilute jvedamas tikrinimas, ar yra nors vienas lange-
lis, kuris perrinkimo metu nepakito. Jei tokiy langeliy nebelieka,
perrinkimas stabdomas. Eksperimentai parodé, kad toks apribojimas
sutrumpino algoritmo vykdymo laika iki 5%.

Uzpildyty eiluciy praleidimas

Jei kryZiazodZio eiluté yra pilnai uzpildyta, tokia eiluté kitose i-
teracijose praleidziama. Sis apribojimas sumazino algoritmo kastus
iki 30%.

Planuojama jdiegti dar viena patobulinimag, kuris paspartinty al-
goritma, tai — potencialiai neinformatyviy eilu¢iy praleidimas. Cia
bty i§ anksto tikrinama, ar perrinkus eilute bus uzpildytas nors vie-
nas langelis. Tikrinimo salyga:

B, >E, —(B, +B,-1) (1)

Cia Bu—didziausio bloko ilgis eilutéje,
Eq—eilutés ilgis,

Bqs—bendras bloky ilgis eilutéje,
Bs—bloky skaicius eilutéje.

Si sglyga galioja tik tui¢ioms eilutéms. Eilutéms, kuriose jau yra
uzpildyty langeliy reikéty vykdyti perrinkimg ir jei eiluté papildyta
nebiity, pazymeéti ja kaip potencialiai neinformatyvig ir ja kitose ite-
racijose praleisti, kol joje atsiras naujy uzpildyty langeliy.

Eksperimenty rezultatai

Dimensija | 10x7 | 20x20 | 20x25 | 26x30 | 50x38 | 50x45

Iteracijy sk. | 2 8 11 4 35 27

Laikas (s) | 0,003 | 0,03 0,256 | 0,05 183,6 | 1315




ISvados

1. Sukurta programa realizuojanti loginj algoritmg sprendzia
piestinius japony kryZziazodzius.

2. Idiegti patobulinimai leido sumazinti algoritmo vykdymo lai-
ka. Potencialiai neinformatyviy eilu¢iy praleidimas turéty dar labiau
Ji sumazinti.

3. Eksperimenty rezultatai rodo, jog kryziazodzio sprendimo
trukmé priklauso ne vien nuo kryziazodzio dimensijos, bet ir nuo

pradiniy salygy.
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"JAPANESE CROSSWORD" - PICTURE SOLVING
T. Markiuinas
Summary

The study observes a problem of solving a “Japanese crosswords”.
Various problem solving methods, including brute force and heuristics, are
discussed. Loginis algorithm implementation description and improvements
are listed. Experimental calculations were performed and results were dis-
cussed.



